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第 九 章 线 性 群 


$0.1 基底 的 变换 
在 矢量 空间 正中， 矢量 点 的 坐 和 标 依赖 于 下 的 基底 的 选取 ( 气 
87.8), Ie, ARAE ETEF i 5 Bose gas p, disp, 在 
EE R cB, Acht 一 4e1 28s, 按照 定义 它 关 于 由 单 科 汉服 e 
$e; £L LR JE RE AS AEC4,25, AREE 
Q,--28,, O= Et Eg (1X 
也 可 以 构成 一 组 基底 , 关 王 这 组 基底 ,好 可 表示 成 B —0 205, PA 
2 1780 24 B XLT X HEUS E G s Fg OE d e OR TE 1 Bp 
F3 mS fH Aes SR a e), 
Hii, EERE E RF 
BAIE cu, as 的 坐标 mi*m n EA 
M E B9 * 35" se bg ai. xo 按 下 面 方 
法 求 得 。 按 照 定 义 (8 7.8), 这 两 
组 从 宗 是 矢量 5 关于 两 组 基底 表 
RAIRE. 
E= get TEn ÈST a Ht as, 


ERREZE), 我 们 求 出 e 和 ea 


€l = a, Ea m ig —la. 


JE e Aie Bo fL AL E 的 第 一 个 表达 式 中 , 我们 得 到 
& = (Fo pen (s: 一 地 ) ie — Ea) Q + X205. 
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Be 5 BS ASTE ETE JT UC US fE 


at =- (e—a), To m. (2) 


i8. Polk. EG RID LN x 
q—2x,*-FrQ*, m=", 
在 % 维 空间 中 有 类 似 的 关系 式 ， 如 果 1，…， on 是 一 级 给 全 
P SHE, Xx e A BERE RE CFT HEP, 而 ga 是 一 组 新 的 
(HER, 3B ZUBEZRURC B0 AE A7 e HIE ou" RT UL eS 29 EAE E 
线性 组 合 ; 


g — Pat d ee c Pinia = 9 sa i=j, URL (3) 
i=l 


表达 式 43) 可 以 形式 地 写成 矩阵 方程 0* 一 gP'"， 这 里 P 是 PP 的 转 
T REPE, a= C, 0,9, 0 — (m *, au), 

这 些 表 达 式 的 系 煞 矩阵 P-— (2.0 IE. i 126 REX AE RE os 的 
GREG. Pa. HAARE 0t, e, 构成 一 组 基底 , BIELP 
的 所 有 行 是 线性 无 基 的 , 因此 己 是 非 奇异 的 (8 8.6 E9), fx xt 
来 , WÈ PE (p, 2E TER AE SE SEOBBE, ti, ,wo 是 下 的 任 登 一 组 基 
底 , MARERE PRAAG Vip P A EE ost, rn, nu ERREK 
的 , 因此 构成 下 的 一 组 新 基底 .这 就 证 明了 

定理 1 bAa," Qn AREZ 9p —i NE A. 那么 对 每 
DEE AER Pp), n 4 X € a —xlpa(P—Il,-e,1)4)] 5 
V 的 一 组 新 基底 ， 并 且 信 的 每 组 基底 可 以 按 这 种 方法 恰 由 一 个 非 
3pjeGgp OPI. 

31 1x8 8I AWA ERARE eE, 其 方程 臣 是 @ — 229,0", 
JEHGREOBEET Q— (0. fm ap e, os 表示 的 6i* 的 得 
代入 这 个 方程 式 中 , 我 们 就 得 到 
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Gu = 2; ce 人 (三 ps)- 2x S 


可 是 ,al n, oL 这 组 笑 量 用 它们 本 身 来 表示 的 话 ， 只 有 一 种 表达 
Xo Hi omas, AERE a; HR 220.1, 一定 是 0 或 1 它 取 决 
TEcjukE-j. 四 于 这 些 系数 正好 是 乘 租 算 阵 @P RG, Di 
A ERIR, 因此 QP—I, BED Q— P 1 A P ssh ABE, 

与 此 平行 的 甘于 坐标 变换 的 结果 如 下 所 述 : 

定理 2 如 果 舌 量 空间 玉 的 基底 t, on 变换 成 一 组 新 基底 
0^, ne, 0,7, 07 Jes BUD Lau" — opua; 那么 住 意 笑 量 和 关于 老 

Jj 


基底 mu. c, Ou 的 坐标 zi n mu 通过 六 次 线性 方程 组 
j= t, By rx nu MB (4) 
t=1 


CTyA GER É RTEA g", e, d" 的 新 坐标 mj", Tn 

证 明 — dERUE GLO 7.9), E ATIE ei", ns an" D MS En mi, 
5, 0,*, 是 把 & RIE m. nn, ou* 的 线性 组 合 £— 55r, *a;* 时 , 表达 
ACBEIAEA. ERT eT 的 公式 (3) RAZTEA Ap, 84 


f= Eat (Xa) = EF e Ps Jas 


这 里 每 个 % HARRE € BERE zh 因此 方程 组 (4) 成 立 ， 

Ji RH CARE RT DL RRAB AGE i X —X*P, XH Xs nsn, 
2,) IE AE SIE I CT ABE, X* = Gh, n o ) ROBES S FERES A 
Aj 0,7, a, AE o4 *, e an 都 是 基底 ， 所 以 三 是 非 奇 异 的 ,并且 可 
AHX dez X* 为 X* 一 豆 忆 -1 

如 果 我 们 把 这 个 矩阵 方程 同 前 面 己 提 到 的 (3) 式 的 给 隆 公 式 
a* —aP' 进行 比较 , 便 可 得 到 有 趣 的 关系 

基底 : a*—aP' 4b: X*—XP-. (5) 
a 321 = 


2 — rH R P AERE POS 是 第 一 个 方程 中 的 第 阵 P' 的 转 Eie 
E. CERE ERER: 坐标 变换 是 基 捕 上 变换 的 转 置地 
Hii.) | 


3 题 

3. ECT EEA A HOD AC EE eL (4E V k Vs HO WRR T H RE M 
dc, R EHARA HEBES Dm 7r856. AAA A5 6n n HE En BJ 
Ji fu. b ERE CaD E COO a eE. 

(8) a15 (1,D), as (1, —1), 

(bj a ,— (2, 3), d = (—2, —1), 

(c) æ= (1,1,0), a=(,0,1)}, as= (0, 1, 1). 

(d) æ= (6,1, 0, a= (0, 1, i), y= (0, i, 1), XE E $2 — 1, 

2， 如 果 新 基底 af. s ot 是 通过 形 为 aum S quat (i 一 1,…,n) 的 方 
FEH BEES UH, 算出 相应 的 坐标 变换 徇 方程 . 

3， 给 出 平面 上 旨 标 加 施 转 和 角 的 坐标 变换 的 方程 ， 


$9.2 相似 和 抢 阵 与 特征 和 关 量 
和 拓 量 空间 下 的 线性 变换 T >F, TARA ARA [88 B8 SE 36 
表示 ， 这 些 气 阵 依赖 于 邱 的 基底 (坐标 姑 ) BAE, bek, m 
E, 由 561 9 3e, ai> — &4--2e4 2E XR] He 8, 它 在 RU 的 普通 坐 
APE HAERE ARR, XBEEABUfIA 81 和 82 的 变换 式 的 
坐标 , 如 下 所 示 : 


但 是 对 十 9.1 中 所 讨论 的 靳 基底 o,—22, «— 5, HHen 二 述 变换 
HE ai 1 305, 051 一 > 2a; BE se RT EA EG £2 Kit 89 xr fag 


«(2 
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Acn. RPR ER 4 和 如是 相似 的 . 

为 了 推广 这 个 结 乐 ， 让 我 们 回想 一 下 ， 短 阵 是 择 梯 表示 变换 
H. KREZA V 的 任意 一 组 (有 序 ) 基 底 es. re, o 利 任 意 线 性 
变换 了 :7F 一 下 那么 基 确 矢量 a. 在 全 之 下 的 象 可 以 用 8 8.1 公式 
《9) 写 成 


aT — asc, A= Cti). (6} 
7 


因此 , 对 于 基底 ac (ou ,a 了 用 有 NX 矩阵 和 表示， 这 个 关系 
也 可 以 通 直 坐标 米 表 示 . Vx é= Deo 是 了 的 一 个 矢量 , 它 对 于 基 
KE a MATRE CERA X= C, e, aa, 85558 59—£T 是 

iT = (Drao T = Da, la T) 


= > > Ti 二 E (Eras). 
i j j i 
T 5 BER y; Tr HEAR o, 的 系数 ,所 以 
Ji > È ms 


7 Pn YAE YXA 简明 地 写 出 就 是 
Y=X4A, PXE ERT a fE, 
YE n—ETXT a 的 坐标 . 
P841 SEDES E OOA OBERE ER, DOT XGA a, RTTA 
AR. | 
现在 设 o^, t, a EBEE, MARREL, 新 基底 
BI ELIH—^ I 8x n dEST SEA E.P 8 xL REE ERR, 如 (C3) 所 示 ; 再 
根据 定理 2,5 PET Bump dRRILDBEDESE ARIBIM, IRE X*-— 
XP 和 了 * 二 了 P-!1， 那 么 由 (7) 有 
Yy*=YP-i— XAP-! = X*(PAP-!), 
HERRIE) Erea TAn T ATHE BRAKA 
3235-7 


(7) 


PAP. 等 价 关 系 BPAPO dg ERR REPER 
CS6.12), FERRA HB, 这 是 很 重要 的 , 称 它 为 相似 关系 . 

EM Gc AGAQECT o8; Ansan AEAF BREF) 
XBdxchgk FOLG— ^4 nicn dbGp E PA B—PAP-!. 

ExSBYEXLUEBS T 

定理 3 AFLAAI nxn Ai B, 对 于 (通常 ) 不 同 的 
FRATE Eon RSH Vou -0iàdkk H CTIV—V, 3 
JR da apt dfn AA, 

我 们 还 可 以 更 清楚 地 把 这 个 定理 重 述 如 下 : 

X38 8' 假设 对 于 下 的 基 三 四,…, a. BEA TIV-»V 用 


4p ELA de a P — (p) & 3k 4 Je Ag Pe, a, — D pua, 是 下 的 


相应 的 新 基底 , 那么 对 于 新 基底 ,四 WAE PAP Xd. 

对 角 矩 阵 的 代数 运算 特别 容易 : 任意 两 个 对 角 和 矩阵 相思 (或 棚 
3E), 只 是 把 相应 的 对 角 线 元 素 相 加 (或 丰 琵 )， 由 于 这 个 以 及 其 他 
理由 . EAFA ff AB AB (UL, 考查 哪些 不对 的 对 朋 抢 
阵 彼此 是 相似 的 ， 这 是 非常 重要 的 . 这些 问题 的 回 营 包含 了 特征 
Ac b ERE TR E09 39S, 这 两 个 概念 也 称 鸭 本 征 关 量 和 本 征 值 ， 

EX 线性 变换 有 :FF 一 下 thdpinXG*GRVDS 2 44 T= 
cé 的 一 个 非 索 关 量 这 里 是 菜 一 标量 ; 人 的 特征 值 是 满 是 8 全 
=c e dz c, iR OY O6 AEAEE, de mage. BRA RIER 
里 和 特征 值 是 满足 XA-—oX 4 X* X—( cs omQ)dednd c. T 
(或 全 4 的 所 有 特定 值 的 集合 称 为 了 的 谱 ， 

送 样 ,了 的 每 全 特征 矢量 5 确定 一 个 特征 值 6， 并 且 和 上 每 今 特征 
慎 至 少 属 十 一 个 特征 笑 量 . 辐 为 相似 矩阵 对 应 着 不 同 基 底下 的 加 
一 个 线性 变换 , 所 以 相 亿 矩阵 具有 同样 的 特征 值 . 显然 , An SCARE 
X+ Eta e 满足 对 4 一 ce，#% EREA Moe nxn iE pE A 
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"TER RS Ani Bé B—PAP- HTF A, WAP SB 
KP IPAPCI—-ceCQXP D, WILL XP-! 是 B 的 属于 同一 特征 值 ¢ 的 
和 将 征 和 关 量 ， 还 应 注意 ,特征 矢量 乘 上 任意 非 零 标量 还 是 转 征 矢 挟 . 

TE EAE EN fep zr RISE XR ET UE E PRA UH, 

定理 和 —AnxnidgHA5—^4cuSnmEDiiq x85 
A GIEREK FU AR A 5 Dini, 9E 2,4 65 d dd 36 2D 
的 对 角 线 元 素 ， 

特别 是 ， 这 个 定理 意味 着 ， X1 FA ERE BS SEDES REOR fik 上 的 

证 明 首先 假定 矩阵 4 5p ftp D 815, Di xt faex oc xd 
droda MAIRE e= (1, 0, e, 0), e, Ep = C0, 1, 0, 2E 
也 的 特征 基 量 , 这 是 因为 aD den enD 二 dnen， 还 有 , HAR 
Rh, «e, doe D PER AAF tra, 因此 也是 4 的 特征 借 . di, e, 
d, 是 唯一 的 一 组 特征 情 , PS E X — ao AED ALET 
4E Ad, BB ono X xRGH Bg EE CT XD-ceX. 而 XD— 
(dixi, r, dux), 所 以 对 所 有 的 2 有 dzw 二 ez;. BEDAE 0:350, 
所 以 就 证 明了 对 这 个 A d= e, TEREE ARET d, 

反 过 来 , 假设 4 Ye dE Ri us D RETE AR HER ZR E, P Re 
F" 上 相应 的 线性 变换 , 那么 人 (7.4 定理 4 的 推论 2», 我 们 可 以 也 
出 畦 征 天 量 的 一 个 子 集 台 Pu FS CER F" 的 一 组 基底 . 因 
汶 每 个 Bi de AE, 所 以 有 PTa 6f, y BaT a= cu B, JE dn 
Ci, ttt, 0, 45 — ARIE. EE, a THE Bs ee, Aa Ta 可 以 用 对 
fASEED SUA XGCOMEIEXER, xx H DOR MZRoCXE AE el ec 
BEA A Eg A ABE D FAU. 

Hiit REPTE nn ER AU n BEA X 的 特 
dX GE. 那么 了 是 非 夺 年 的 , 3L B. PAP AAR. 

证 明 RMH n MERETE ek X ne Xu 它 们 是 
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A HETER it, PEVA SHEF IET Cj, ***, Cy 有 X; A-—c iX ¿=1 QUU. 
n. VL X, Xa WITRE P JETE, 因为 EBR MAT Aef 
EEX. RIRO HERRER EA NA 


X, €1X, el 0X X, 
T | H . t 00 
X, Cu, 0 Cn X, 


ZRH PA -— DP, 因此 PAP-! — D, Xx HL D EVA c, n 6s 为 对 第 
线 元 灯 的 对 角 气 阵 . ERE, ABBEDP ipio 4 的 直接 证 朋 中 
Xp AE Ce f ra E ABER. WES 

另 一 方面 , TEE I3 EOS] 8A EBD RU Dra AR EE CR EE TP E 
ME 5). 

2 T HH ix Blu LH 53 C. Am AB RERIG R fi 38 EE Cin ETE 
的 话 )， 我 们 要 找 出 特征 值 和 特征 和 关 量 ， 根 据 下 面 的 考虑 , 特征 慎 
和 特征 灾 量 的 求法 可 以 大 大 简化 . 

如 采 标 量 AE nox nSBEE A 的 特征 值 , ZAR non NeprAEBE, Jb 
Z, XA—-AX —AXI, BIS XT dE n ES EXA XAA = 
O. TÈ A— M 2538 ECBBEBS n 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 平 几 
解 ; 因此 根据 $ 8.6 定理 9 的 推论 1, 我 们 有 

定理 5 53 A RGB EA dE dE S Box dh ap ER A—AI 是 奇 


3. 
例如 , 不 难看 出 , 2x 2 矩阵 
a-ar- (P7 ^u ) (9) 
fiz 853 — À 
是 奇异 的 当 卫 仅 当 
— (qu) d+ 041055 — 61582, — O. (10) 


GX HR] 4 一 好 的 行列 式 黎 于 零 . ) 因 此 ， 我 们 通过 求解 这 个 方 
EOR BTA BUBERÜEIR. dii EL, 对 每 个 根 4 至少 有 一 个 特征 矢量 , 这 
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:可 以 通过 求解 方程 组 
21011 T 2285 — A21, 
E4042 -上 Yat 一 ra 


Um e. 
m desem( S JALER, 


FERU E A^--4ÀA— 5. KAFEA 1 和 一 5 因此 
RHE AT BS Xe JT Uc A E 
—Qz- 2y =T — 3z + 2y = — 5r 
dr—y—y, ~ ár— y= — 5y. 
: 解 这 两 个 方程 组 ， 我 们 得 到 特征 天 量 (1, Z)THO, 一 1)， 用 这 两 个 
笑 量 作 新 的 基底 , 上 述 变换 的 托 阵 就 曙 现 对 角形 .根据 定理 3 , 新 
FADE f AREE RT EX ES C AB D) Sie pH 


É 2N/—3 ANÉÁ 1 2 (i s) 
1 —1AÀ 2 一 I 八 :1 1 (0 —s/ 
zj 题 
1. EM: 方程 2x — (0-5) z--(-—mbgy. 2y/ = (01—5z4-O-- 5g, 表 
示 一 个 关 王 通过 原点 与 x 轴 成 45" 和 角 的 直线 的 压 统 .计算 这 个 变 摘 的 和 昨 征 


TEMERE, JEBLBI 180 LATE XL. 
2. 计算 下 列 在 复数 瓜 上 的 算 阵 的 峙 征 俏 和 特征 矢量 ， 


eG» o?) 


-1 2 —1 žė 
(e) (; a) d) (5; ;). 
3. XF3188 2 BEER IAE idR IAE 44， 如 采 可 能 的 话 , cR I dESS pM P, 
JEE PAP EP BSBM. 
4. (a) RUR E A fag E WE SERO REL EE RS XI f GETR. 
(b) ER: éxnd4dd 8 fOe) AE METEO BEES E qu] FE SX SE 
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xt fisici to. 
s. qun "ewogele(o “ ) 不 能 同年 意 实 的 或 复 的 对 角 矩 隆 相 


14. JA JLA EULHIXx-T ERE. 

565， 证明 : 2x25Bpk ABS TRES: EEUU GEHE LR L1 5 aapt (0 — 
(52) Y — 0:47 0, 

7. WEBB: dT GO BI de OECD BIET SEHE Ac Ec R2 38r E 8 — 7 
六 空间 ; xd [ees 0 A fEix He EA EH. 

8. 证明: 非 标 量 第 阵 的 任意 2x2 实 对 称 第 降 有 了 两 个 不 同 的 实 Fe OE X 
hi. 

9, (a) IEB: WA mxn RE ALB d SEEEBS nA ENR Tmi 
REZAK 5j n Haaa aW A AT Il E AAA T a 的 线性 
d He Piy, | 

(b) ERA AE, RR $8.9 定理 18, 

“10.， 设 4 和 号 都 与 对 前 矩阵 相似 证明: 48=B4 SENNY ABA 
73 3E [R1 A eg OE: TE I Frobenius}, 


B 
t (0 证明- 如 果 4=(“ 与 一 个 正 交 抵 陈 相似 ， 那 么 ad 一 ie 


—-El. (EZERRE BL $ 9. 4. 5 


(b) WEH, WE ad—bc—1, 352, A 5 iE SE Sp EGER HI A= ET, 
或 —2-—acdca. 


(c) WER: iE 688 一 be= —1, X254 A tgiEXsRBEEdHILSS HL IX 23 ad 
=0. 


$9.3. 全 线性 群 与 仿 射 群 


n 维 矢量 空间 部 的 所 有 非 帝 异 线 性 变换 构成 一 个 群 , 因为 这 
FERIE 16x BA] ROBUR UE RES 19 E £2 PE DERE Zr REI ( 8 8.6 定理 9). 
Xk "PESE A A tE S Lam LaF). dr£EYEuSdRI]AEBEA)——-* ber 
中 , ER TESETREUSEBOM A PREMRN, 所 以 全 线性 群 与 元 素 属于 
dk F' 85 HU. n x n JERE RER DEB BEI) EJ. 
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全 体 平移 构成 另 一 重要 的 群 ， 平 面 上 的 平移 是 把 平 而 上 的 所 
有 点 沿 状 茜 一 指定 的 方向 移动 同样 一 段 距离 。 移动 的 距离 和 方向 
FAHRE k ER, r 具有 适当 的 大 小 和 方向 , 那么 平移 把 每 个 矢 
量 扣 的 端点 移 到 矢量 +x 的 端点 ， 在 空间 7" 中 ， 平 移 症 变 痪 二 
itr, rh e JE BE AE. HAEREA, FERRAN 
标 是 y St Ti n, Ya= Ta tin” E b; Rb Dd k PE. 平移 
E>n=é +k 5 piee Emn tA ARRE ATRA Tm BE: 
F Etm t (+A. GEMRHOM RD (dk GANT. XU 
hb, SERE E Etk 的 逆 是 nine FERIER TO E 
定理 (8 6.5 定理 8) 的 特殊 情形 : 
定理 6 P'em APE EI MEE 宰 成 一 个 阿 贝 千 群 ， 这 个 
群 与 Pr 的 全 体 笑 量 上 的 加 法 群 同 构 ， 
线性 变换 不 后 而 再 跟随 一 个 平 称 , 就 得 到 变换 
E> 二 ET 二 kK (全 是 线性 变换 ,* 是 固定 矢量 ) OD 
任意 一 个 这 种 形式 的 变换 称 为 F 的 一 个 仿 射 交换 五 仿 射 变换 
包括 线性 变换 ( 当 一 0 和 平移 ( 当 严 = 门 。 如 累 仿 射 变换 (11) 后 
面 跟 随 第 二 个 仿 射 变换 nen A, 则 它们 的 蒋 积 是 
E l-> (GET HOU --A-— ECPUP -- (XU -4- A). (12) 
其 结果 还 是 仿 射 变换 ， 因 为 rkU 十 4 E 的 一 个 同 定 矢量 ， 每 个 
平移 是 一 一 的 , 也 是 了 映 上 的 , 因此 它 有 道 ， 所 以 仿 射 变 换 {11) 是 一 
一 映 上 的 当 且 仅 当 它 的 线性 部 分 是 一 一 的 ， 因 此 仿 射 变换 (11) 的 
EEDI ER n £— 9T —& T7 这 可 通过 公式 (11) 解 出 而 
得 到 .这 就 还 明了 
定理 7 P" 的 所 有 非 奇 异 久 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 称 为 
仿 射 群 4u( 百 )， 全 线性 群 和 平移 群 是 它 的 子 群 . 
仿 射 变换 对 于 基底 的 方程 是 什么 ? SENA TIRE 4 二 
(a); 平移 矢量 按 坐 标 写 成 行 矢量 K= (n, b. CFA SEHE 


* 3529 5 


TR H5 5 5k 253 = (T), m EA RRETA BA 
Y=XA+K, p= Srat k; (j—1, =n} (13) 


HRE —^cESRXEDMSSSOS HB [LES TAM HB AEIIE n] XR 
RAD 式 那 标的 非 齐 次 线性 方程 组 . 
ERIS); Z-YB LR 
Z=X(AB)+KB+E (OK, L RE ÁATIBEES. (15 
这 个 公式 与 (12) 式 相 平 行 ， 我 们 从 变换 (13) 按 下 面 方式 构造 一 个 
n-c1BriBEE, MÆRE A 的 右边 加 上 一 个 零 列 ，44 的 下 面 加 上 行 
Ad 五 , 石 下 方 加 上 单个 元 素 1 


ar-xasane( C nx14BEg, K & 1x ndi lo 
(15) 


APTGEXREBUARDE, HOERA. H4 DA AE MEE PA HEN 
(§ 8.5，《{43) 式 ) 得 到 


( ON/B 0 (or AO 4- 0-1 
K 工作 天 1j \EB+1-L KO+1⁄41 


( AB J 
一 (16) 
EB+L  1J. 


等 式 右 边 这 个 结果 下 是 对 应 于 乘积 变换 (1 和 的 加 边 第 阵 。 这 就 证 
明了 | 

定理 8 n GERD eg Pp Ak PARU EDGE AG 6S PTS Hp X 
后 一 列 为 (0,…, 0, D t6 (n--1) x (n-- 1) 3E dp ft sp BE 259 x 85 SETS] 
39. 3t 4-8] o 38 3E RI E CD X 15 25. 

4^ D; M UB YR LH -- LT 祖 定 唯一 的 线性 变换 TT， 按照 
GDA. BATEREN Hp Mur PERBA I SETH. 3X 
. 330» 


对 应 Mi T $gjES FUISSE REDE LA ARTERE, AREEN 
下 {8 6. Ti), 它 是 一 个 局 态 。 在 任意 同 态 中 ,映射 到 单位 元 素 的 元 
素 构 成 欧 集 合 是 一 正规 子 群 ; 这 时 , 满足 了 = 了 的 仿 射 灾 换 五 恰好 
是 一 个 平移 ， 这 就 证 明了 

定理 9 平移 群 是 仿 射 群 的 正规 子 群 . 

方程 (13) 可 以 象 上 述 那 样 解 释 为 点 ( 狗 量 ) 的 变换 ， 它 把 等 个 
EX Gyr ao) 变换 到 同一 坐标 系 中 的 新 A Y = Cus, s un). 同 
FÉdbif1" DAdsJ; £803) 解释 为 坐标 的 变 搞 ， 我 们 称 第 一 种 解释 为 
坐标 固定 图 象 移动 的 变换 ( 即 点 移动 到 另 一 个 地 方 )， 称 第 二 种 解 
舒 为 图 人 象 因 定 坐标 移动 的 变换 { 即 点 取 另 一 个 名 字 ). 

例如 , 在 平面 上 , 方程 组 

yic—id2, ymt l, 

当 把 它 作 为 第 一 种 变换 解释 时 , 它 把 整个 平面 向 东平 移 两 个 单位 ， 
百 向 南平 移 一 个 单位 ; 当 把 它 作 为 第 二 种 变换 解释 于, 原来 坐标 网 
格 用 一 个 平行 的 网 格 来 代 霜 ， 新 的 坐标 原点 是 把 原来 的 华 标 原点 
向 西 移动 两 个 单位 再 向 北 移动 一 个 单位 而 得 到 . 

对 毛 有 变换 群 都 可 作 类 似 的 双重 解释 . 


z m 
1. (340 Hiópfkxcn P Xr Ep ze d 
Hi: ox —2z 89-2, y =38— 4d; 
Hg c -rgy-3, g':-z—9g45 
Cb) LPERGEDU H.H. HH. 
(c) 3k H4 和 FH. Bg. 
3. WEN]: Wair ad besl ROPA [5 boe Bh z'—ar--by-Fe y —- cx 
dy f x4 EATE A, (F) A-A ETRE, 
TB. DA SEED ttyl M FE Eide E A E a A 
à fr AE RC APR E. 
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4， 在 下 列 域 玉 上 上 % xn# 振 阵 的 集合 中 , 哪些 是 全 线性 群 的 子 群 ? 
(a) Aem E gi el. TE 
(b) 全 体 对 角 矩 阵 . 

(c) 全 体 非 奇异 对 角 短 阵 。 

(d) & f E Sepe. 

(e) 全 体 单项 矩阵 , 

(f) lk fmm. 

(g) 全 体 严 格 三 角形 矩阵 ， 

(h) 第 二 行 元 素 为 零 的 全 体 矩阵 ， 

ü) 至 少 有 一 行 的 元 素 为 零 的 全 体 矩 和 . 

5. FRE F" 的 所 右 平移 构成 的 辞 同 构 的 矩阵 群 ， 

6. (a) 设 Z: 是 模 2 SERE, 列 出 EU 中 所 :有 上 振 阵 ， 
(b) 构造 群 L (Zo BRIE. 

*7。 当 Z, 是 向 p 整数 堪 时 , Ze iR TEE Zo B DAE ipa 


b 
8. VEG BUR YES A-(7 aet ad+0) HJE P ROR Bo RE. 证 


"HH. 对 应 dea E bz. 

9. 将 3x3 厘 奇怪 三 角形 矩阵 构成 的 群 同 态 地 蚂 射 到 2X2 非 奇异 三 角 
形 蜡 阵 构 成 的 群 .( 提 该: 象 习 题 & 那 梯 证 咀 ,但 这 里 用 分 块 所 阵 . ) 

10， 证 明 : Zu Tu 3 FAK EaR. IARE LQOO 和 LQORO 也 是 
Elti. 

11. 1E nem, WEI: E(P 与 in DAERAH. 

12. (a) 证 明 : 线性 群 上 (了 ) 的 中 心 由 标量 矩阵 c (c0) 组 pe, GE 
未 : 它们 一 定 同 每 个 矩阵 了 -i Bij n a.) 

(b) 证 明 : ieith Spas Bh RIGHE IEEE — B (o I9 SE ERE SEE 8, 

*13. YE LG 是 全 线性 群 ， 证 明 : 两 个 优 射 变换 H.du HE 落 A LQGP) 
i—i TES SEP 28.4 OH, —0H,C ZEE AD. 

14. HEB; WERE Ant TUF E; E,CF) bp, XX HA, Xeon (5 4 EE. T. 
表示 平移 群 . 

15. (a) WEE: iE edebe hit e y 


ETE SED. 
-3325 


ar+ b 


crid Ai GB 


(b) 证 明 : 这 个 故 与 全线 性 群 在 模 非 又 标量 矩阵 的 子 群 之 下 的 商 姓 
FH. 

*(c) 对 于 天 于 2x2 的 矩阵 ,推广 上 述 结果 . 

A 0 
16. (a) 证明: 所 有 形 为 ( ^ 5) Gh Ab ex vdgl, RI exalg 

HO MERSE Rr B Ho 55 EB L, OP) x L (P) 同 构 . 

(b) Mi r2,551. Fd [XE foe P. R5 的 线性 变换 的 多 何 圣 征 是 
什么 ? | | 


89.4 正 交 群 与 欧 几 里 得 群 


在 欧 几 下 得 斤 何 中 ， 长 度 这 个 概念 起 着 极 重要 的 作用 ， 因 此 
我 们 在 欧 几 里 香 矢 量 空 间 中 寻求 使 得 所 有 矢量 上 的 长 度 |&| 保 持 
不 变 的 那些 线性 变换 . 
EX 欧 风 里 得 关 量 空间 的 线性 变换 全， 加 果 它 保持 每 个 英 
* £5 X RIRE.PRIETI—IEI,J AST XE GE, 
di (150 TE 36 Uta EC 7L EH POTE E DLE E AE P DRY —XAÀ. [A 
HA EELE, Br DA ER Gy oct (1, OR CO, 了) 的 变换 式 
a, ol MEA a), (0, nhs r )= 6. bo (17) 
的 长 座 为 1， GRIBIBGAGLBREDESHEZTAS. 这 就 意味 着 
aj--al—i, 51 bi =l. (18) 
Esh RO, DRE RKE AV REE AC -Hbr atb), Br 
EA Cai FE bi Y? F (asc 52)? —2, MERABRE CIS FAL, RITA 
a,b, -tab — 0. (189 
根据 (18)， 存在 一 个 角 日 使 得 cos8 一 g,，sin9 一 qs， 然后 由 (18') 


有 tgg 一 经 一 -h. HIERIE b,— -- cos0, b, — T sint. E 
1 i 


frs AUREUS [od B3 6 2S T 3T 25 HE I X 
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cos sin a) ( o) (19) 


—sinÜ  cosÜ sinf 一 cos 有 
根据 § 8.1 公式 (5) 和 (5)， 这 两 个 矩阵 分 别 表示 转 过 9 fahe 
和 关于 与 了 轴 成 a 一 也 角 的 直线 的 反射 ， 因 此 每 个 平面 正 交 变换 


是 旋转 或 是 反射 . 

几何 上 上， 人 《分 式 的 左边 一 个 正 奖 变换 的 道 可 通过 把 8 用 一 8 
代替 而 得 到 ; 因此 这 个 逆 是 原 米 矩阵 的 转 置 。 这 个 事实 (不 象 三 衣 
公式 ) 可 以 推广 到 xn EERE. 

定理 10 迁 交 变换 具有 性 质 : 时 每 对 矢量 énn A 

(i) T tH SB dE, PP [E—29| — | £T-—n9T]. 

(iD T HE AUR, FR m 二 (CET, nT). 

(ii) T Rire RIE, Ph £p og 可 推 册 ET) ST. 

Qv) 有 保持 角 的 大 小 不 变 , T? cos (E, m = cos Z CET, 9T). 

证 明 BFTK, hÆ EG). R ily RAH 
(5, 9) — 0, Tid HAE EMARE 850 7. 9,(4)), MAE Cil) 
MGV 从 性 质 ( 直 接 扒 出。 至 于 性 质 人 ,从 内 程 的 “ 双 线 性 "可 
WER CE 80, E-n) — C5, 5) -2(5, pHa, 3)， 由 这 个 方程 可 以 利 


用 “长 度 " (比如 ]E| = (5, 23) REI CE, n), 形 为 


205,9) — l8 n^ — [81?— Im]. (20) 
gu TobXEE FACT RHRAERXCEGBBU EHE, MELERI 
MARTE. GXBRUEH]T (D. ips 


REE, da SEL An Si $T ARI ARARE, D 20 ES HE EUR 
过 内 和 天! 来 定 交 的 , 所 以 了 一 定 保 持 长 度 不 变 , ESI EAE E oS eR. 

卡 面 我 们 要 避 ， 人 和 什么 样 的 矩阵 对 忘 于 正 变 线性 变换 7 这 个 问 
dU B oe T EE IE SE HEUS DE AE TE A BITE. 

定理 11 pTOOE duoRGEX Z, nx EAERAKO AEA 
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BE Gp de: gode A BgdRARITIEGE HARI, 任意 丙 个 行 基 时 
是 正 交 的 . 

证 明 根据 定理 10, 任意 正 奖 变换 了 一 定 把 已 知 基 E ept, 
e, 2E D og — H BpHEIESE AE := Bi e. o. E RLR, XE 
TRTOLGXA TENER, MANERA ÉS rehot. 有 变换 
3S ET =r t t Eata H18 7.11 的 定理 22 我们 知道 ， 长 麻 是 接 
普通 公式 给 出 

Hp Gb = ET], 

因此 是正 交 的 ， 根 据 下 面 的 说 明 ( 参 看 3 8.1) 我 们 就 完成 了 定 
SB RS EH]: BLA WHE i ERR eTa XCTI ENR 61, n, Ea 

4E 3I rn Bp IACTA Da ds fb, TRER EA, 等 价 干 方程 


os] 对 所 有 6, 
k-1 (21) 


n 
T 0,,05,7:0, Mi $33. 
k=l 


MT2x258Bg, SOEQDIA AAT EUEZEO8)m 080 中 已 经 建 

立 的 那些 公式 ， 如 果 我 们 用 4; RR BORA BAS $3, HH AUS 

它 的 转 置 ，4; MARA RE AB PE) RIR ALAS ( 见 $8.5 的 
《34)), 那么 条 件 (21) 可 以 写成 

A,AD—1, AA =D, 2H d 553. (21) 

EHRE A TEAR AT RB, AAT 中 , 按照 行 与 列 的 相 滋 , (21 

ARI, 3j P TISRÓS ) 列 是 4145 —Ó.5 这 里 6 是 单位 矩阵 7 了 = 

4 中 的 第 宇 行 第 J 列 元 素 ， 单 位 盾 阵 的 对 角 线 元 素 1, — 1, d 

他 非 对 角 线 元 素 都 是 零 . (记号 56 称 为 克 罗 内 克 尔 符号 ，) 于 是 


我 们 证 明了 
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定理 12 ~inn €XGpHEGRGnGgE RE dAGh Bodo AA'-I. 
方程 AA'—IGETERCHR LEVIS EE, PEE ERE A OD 
以 定义 得 更 一 般 些 ， 
定 忆 ”任意 域 上 的 方 阵 4 是 正 变 的 当 且 仅 当 44 二 了 
XE ERIT EE BEA MH EA RARI, AE A e 
$8.6 EH 9, AEEA EIA ERAS, LWE ASA 因此 
A'A—I. 这 方程 可 写成 A'CAUYS-I, A A EREE. 这 就 
Ab Vh TEXEYETEABEE Ad REED AiExSABBE, rchibxeu DAE HB. AB 
B A TEZA ELLA 859 4i-— $i] 4c n8 s E 26 1, £ESKPR T PII 
A IE: 
x3 1, 对 所 有 i, 
(22) 


im L- As 4L o4 
- r RA 一 一 0, ži t =j. 
k=l l 


BUH nxn EZERRE — ARE EARR, AAEE 
W A-A EEZ., #EAPNTEXER AGRO B DUSEBUE IAE 
的 : (ABY - B'A' = BA 1—(AB)I. AARE A EREL CFR 
TH, 称 它 为 正 交 群 OF); 4 FER 时 , O.G 5 C Abk JL 8 49 
za |] 35 Br 3E SZ Z6 Backs ER EET. 

EEJL B £A EE? HE PIG sz xh JEU FE vn CREER UTE T 
非 奇 噶 变 换 U, RER NEARE £, 0UidÉR]£U—mU|—I£ 
一 ?|. E BMESCEREI EA BE XE £— 09 m8, 因此 也 保持 它们 的 长 
度 不 变 , 所 以 它 是 刚体 运动 ， 因 上 叱 ， 如 果 仿 射 变 换 E> ET- 是 
同性 变换 , 352, Ee 一 =:E 全 也 是 刚性 变换 。 反 过 来 , indt 
REE, IA n= ET- b EWEG. m a E E 
10， 线 性 变换 是 刚性 的 当 且 仅 当 它 盐 正 交 变换 ， 于 是 我 们 得 出 结 
论 , 仿 射 变换 (1 了 是 刚 簿 运动 当 且 仅 当 中 是 正 交 变换 .和 象 在 定理 字 
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的 证 明 中 那样 , 因为 全 体 正 交 变换 移 成 群 ， 所 以 可 以 得 出 , AiR 
TELS 3H 2E T E EDI HERE RS — rr T BÉ, ERARA RA 这 是 欧 
儿 里 得 几何 的 基础 ®. 

还 有 共 他 各 种 几何 群 。 我 们 所 熟悉 的 一 个 几何 群 是 饭 有 租 似 
TTAR CEANA KERL LRAT 0270 的 线性 变 
$ TAR, BREL[ÉT|—e5$]£|]. 可 以 证 明 ， 这 些 相 人 变换 实际 上 构 
成 一 个 群 ， 它 包 售 正 交 群 作 为 子 群 , “ 广 闵 ” 相 贫 群 是 由 所 有 仿 射 
变换 三 F>E2 十 & 组 成 , 共 中 了 是 相似 变换 . 


aJ 题 
L k FARDE mR ERREZA, i HEH ERE: 
l 3 1 A8 
(a) 2 2 (b) 2 3 
M3 1 V3 1 
2 2 2 2 


06 — 0.8 
(e (ss os) 
2. XH -—- iE BM, SUE TERR S, 12,00 88 E— AiE, 
3. WEW: 如 果 把 正 次 矩阵 的 列 置 换 , MA ESOS KU D EE ZEB RE, 


4A O0 0 A 
4 E: 如 果 4 和 有 都 是 正 交 短 阵 , 那么 ( S ^) uu 
ZER. 
5. RUFEN PERSE, 检验 乘积 矩阵 的 正 交 性 : 
cosh sing Ù 1 ð g 
(= coag o) [s cosg sino) 
ü o 1 n —snÜ coa. 


6. WEB]: EKJLIBAR GE ERRE Fe] 4. 
7. LE]: AER EIER LEIE EHTE 


D *X LE. EER i f CR Do E EA LARREEN uL HIE 
是 动 的 群 , 
"3575 


8， 作 为 定理 10 中 的 性 质 (ii) MAAE, AKAME AE nY 
= [£c 5]*—|£—n]*. 
9. WEB]: —^4- Di BERE SR EE REA SE SE RT Ze M EL DL HO Xp EM AGE 
H5. 
10. 证 明 : 尾 意 相似 变换 号 只 能 按照 一 种 方法 写成 形式 六 = ce 它 是 
ERE c 和 正 交 变换 了 的 乘积 ， 
11。 对 于 标准 正 交 基 ， 给 出 矩阵 4 表示 相似 变换 的 充分 必要 条 件 .( 戎 
看 定理 11 和 定理 12.} 
12. (a) WHEWE: 爹 体 和 似 变 换 构 成 群 Sn, 
(b) HEI: O, 起 S, 的 正规 子 群 . 
(c) IEB: 商 群 5, 104 BAIRE SICHER HL I SE DS RE Lu. 
13. Z, Lø 3x 3 Aita ANA E Za EUR: 
14. (a) MEB; H Ap (A) = CA^ * JE Ze HR ERE ILLO) 9 —4- B IE 
£j. 
(b) 证 是 ， 对 所 六 的 A. dp 6*4) — A, 
(c) 对 那些 第 阵 A, 有 日 一 出 


89.0 不 变量 与 标准 型 

ZXVERE. Dj BEER. IEAZTHORIDA JL B O3 HER RUE £R PETERS DU T... 
六 一 个 例子 是 西 群 (§ 9.12)， 在 下 面 儿 节 中 ， 我 们 将 看 到 使 用 这 
些 群 中 适当 的 变换 , 多 项 式 . 二 次 型 以 及 各 种 几何 图 形 可 以 “简化 ” 
到 什么 程度 。 这 些 化 简 类 似 于 化 简 一 般 第 阵 为 行 等 价 的 简化 梯 侍 
阵 , 已 经 证 更 了 它们 的 穆 在 所 考虑 的 变换 之 下 是 一 个 不 变量 , (E B 
后 的 “标准 型 "和 “不 变量 "的 概念 可 以 给 山下 面 现 一 般 的 描述 OD, 

设 如 是 任 总 集合 或 "空间 ?23 上 的 变换 群生 人 人 我 们 称号 
ERDA Fy EGZ Ta Fi GUIE Eep Lf 7 
G pE TE a n y. 3/52, TE y E L, PLA yE 22, D 
此 这 个 等 价 关系 是 对 称 的 。 类 似 地 ， 上 用 群 的 共 他 性 质 我 们 可 以 证 


D BEEN, 当 你 读 完 本 章 之 后 , 再 加 米 讨论 这 一 般 情 形 . 
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Hj, ESG Z TATI EXPRIMI E E) CERO oS HEA $ p XS 
系 ). 对 于 六 的 子 集合 C, URGET IX CS, EGZ FS SCip—A4- 
且 只 有 一 个 元 素 e 等 价 , EZ. CUAL S TEQO IZ. FIC EE IX 
AER e UE x BMpbncR mi. ONUS DS BI DS m 5E LOS ERE FC), 
"EUR TES — TEMEA E, EeAnié— 71 SE. 如 果 它 对 于 六 中 
4^" ài c Ta G mp Ag d TUE FET) — FO, MRAR FEG 
之 下 的 不 变量 { 有 上 时 称 为 示 变 式 ); 换 名 话说 , 百 下 所 有 等 价 元 素 上 
的 值 一 定 是 相同 的 . 一 组 不 变量 下 :5 如 时 可 由 FO-— 
Faigh, e FQ) — FD HEUS x0 g Sfr, pd HEGI NS 
REEF., 

例如 , 设 空间 如 是 其 一 域 上 所 有 部 x# HEEE Ma 对 
这 些 和 矩阵 我 们 手边 已 经 有 三 种 不 辣 等 价 关 系 ， 连 同 三 种 新 的 等 价 
尖 系 一 起 列 在 下 面 ， 后 面 三 种 新 的 等 价 蒋 系 将 在 以 后 几 节 (分 别 
TE $ 9.8,8 9. 10 $1$:9. 12) 里 讨论 ， 


Afi4fr-T B B PA, P HER SR Es 

AS Ur T B , , BcPAQ, P, Q Q9 dESEREARRE; 

A RMCLT- B B—PAP MAP AJER ER | 
AHATE B=PAP', P AJER REDE: 

AEZ LT B B—PAP'!,P XE A; 
AIT B B —PAP-!, P AIER. 


JE — 1 EESEGR EU: "A FEAEUETE B PLE I IcIEXETERERAE 

阵 卫 使 答 如 = P4?， 对 其 他 各 关系 可 给 出 娄 似 的 读 靶 ，. 
上 述 锥 个 等 价 关系 是 由 作用 在 Ms。 上 的 一 个 适当 的 群 G@ 所 确 

定 的 等 价 关系 Ea, 而 且 自 然 产 生 干 对 矩阵 的 一 种 解 轰 , 
”条 一 个 行 等 价 关 系 是 在 讨论 把 F^ 的 一 个 固定 子 空间 下 了 东 成 
矩阵 4 的 行 空 间 中 产生 的 。 在 这 种 情况 中 ， 齿 降 书 的 全 线性 群 通 
过 AI PA 作用 在 4 上, 简化 梯 算 阵 是 这 个 群 之 下 的 标准 型 。 4 
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的 秩 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 (数值 的 )， 但 它 并 没有 纵 出 全 系 不 变 
量 ， 这 因为 铁 丰 同 的 两 个 矩阵 4 和 五 不 一 定 是 行 等 价 的 ， 

第 二 个 等 价 美 系 ( 按 8 一 P48 这 种 意义 的 等 价 ， 不 会 同一 般 
的 等 价 关 系 混 淆 ) 是 在 讨论 一 个 矢量 空间 到 另 一 个 矢量 空间 的 线 
性 变换 的 各 种 矩阵 表示 中 产生 的 (参看 8 9.2 习题 9)， 这 里 ,根据 
$8.9 的 定理 18, HEER APA Z THEATRE, H 
线 元 素 是 1 或 06I 都 在 0 ARTD 3 AA A REEERE E 4 d 
MEURA, EA, 我 们 同样 还 可 以 选取 不 同 的 标准 型 集合 , 比如 
说 它们 是 同一 类 型 的 对 角 和 矩阵 , 只 是 对 角 线 上 的 0 在 工 的 前 面 . 

相似 关系 是 在 讨论 一 个 矢量 空间 到 自身 的 线性 变换 的 各 种 佐 
阵 表 示 中 产生 的 , 在 这 种 情形 , 全 线性 群 是 通过 AI PAP?! 作用 
到 4. 上， 在 相似 变 柳 之 下 , 矩阵 和 4 的 秩 是 一 个 不 变量 , 因为 两 个 相 
DERESE 在 等 偷 之 下 , 秩 是 不 变量 ， 根 据 $9.2, SBERIA BI 
有 特征 值 集合 在 相似 变换 之 下 也 是 不 变量 , 但 它 不 是 全 系 不 变量 . 
在 相似 变换 之 下 ， 系 统 地 列举 出 完全 的 和 标 准 型 集合 是 矩阵 论 中 一 
个 重要 的 问题 对 于 复数 感 ， 给 出 了 和 矩阵 的 落 当 标准 型 ( 见 
8 10. 105. 

后 而 将 出 现 的 相合 关系 ( 瑟 =P4P")， 它 是 在 讨论 用 (对 称 ) 矩 
阵 表 示 二 次 型 申 产 生 的 . 

作为 在 群 之 下 等 价 的 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 用 所 有 平移 y= 
2 二 万 构 成 的 群 米 化 入 二 次 多 项 式 fe) =artt brte, 3H a0. 
将 2 二 gy 一 代入 , 我们 得 到 平移 有 #0) 的 结果 是 

giy) —a(y —&)'-b(g—i +e 
—ag! t (5 —2ak) y it ak! —bk+ e. 

特别 是 ， 我 们 得 到 熟知 的 “配方 ”法 一 一 所 得 的 新 多 项 式 没 有 

一 次 项 当 上 且 仅 当 bL os 这 时 , 多 项 式 是 
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g (g) ay — E, 其 中 d—b—4ec. ^ (23) 


是 (o) E ER REZTR 5S —A- BR 4E XS ay? Bg 4 TRU 
58r HERE- RAH LU ADDERE. 3 
一 方面 , 任 党 平移 后 的 多 项 式 同 原 多 项 这 f(z) 具有 相同 的 首 项 系 
数 a 和 扯 同 的 判别 式 d= (5 一 2ah)? 一 4qlaB2 一 BF 十 c)， 因 此 fCw) 
的 首 项 系数 和 判别 式 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 ， 它 们 组 成 爹 系 不 变 
E, 因为 标准 型 可 以 通过 首 项 系数 和 判别 式 表示 成 (23). 

为 了 给 出 最 后 一 个 例子 ; 回忆 一 下 , 全 线性 群 D.UP) Roo REUS 
间 "的 变换 群 ， 这 个 群 的 每 个 变换 把 F^ 的 子 空间 号 变 到 另 一 个 
子 空间 ， 根 据 $8.6 E28 10 的 推论 2， 任 意 了 空间 如 的 维 数 是 全 
线 件 群 之 下 的 不 变量 .这 一 个 布 变量 实际 上 是 全 线性 群 之 下 关于 
F^ 的 子 空间 的 爹 系 不 变 基 ( 见 下 面 习题 5), 


=] 题 
I， 求 出 所 有 的 首 项 系数 为 1 的 二 次 多 项 式 rt bre 在 平移 群 之 下 的 
标准 型 . 
2. 求 电 记 有 二 次 多 项 式 ast--bzd-c GErh ato) fEDr BERE y= hetk, 
天 0 之 下 的 标 谁 型 ， 


3， 在 习题 3 四, 证 明 :; 所 = =È? 4e 是 一 —A- 5 BE E RE. 


4. WEH: EWER FIHI E0 的 任意 城 上 ， 任意 四 次 条 项 式 在 平移 之 
下 欧 价 于 一 个 没 寿 三 次 项 的 订 项 式 . 

5. UV E AE n REA, 证 明 FF 的 于 空间 和 的 有 序 对 C31, So 在 全 线性 
群 之 下 的 全 系 不 变量 是 由 S.S, FEL KS, S: Boe BOE SEES IH 

6， 考 虑 在 群 rer (其 中 了 二 0 Xxpn EGO EEG Ga 
次 二 次 函数 gaz* 的 集合 ， 证 明 : 系数 为 不 同 素数 乘积 (无 平方 因子 ) 的 二 
X ER SE BTE A EET EXE TIBET mig. 

T. HR fO Rits R, 证明; JO) 的 次 数 和 实 根 的 个 数 
是 在 仿 射 群 之 下 的 两 个 不 变 基 ， 
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8. 证 明 : XPT 4G SIJYGRL, Benin DESI NÉ 
变量 . 

9. 证明 : 一 个 实 三 次 多 项 式 在 仿 射 群 之 下 与 一 个 且 只 与 一 个 形 为 如 十 
az4-b Big d XA dh 

*10. SELKAR 2 十 bz 十 6， 其 系数 如 c PORE Rr ZB dn 
3. 求 出 这 种 二 次 邯 数 在 平移 群 之 下 的 标准 型 。 


$9.6 线性 型 与 双 线 性 型 
域 记 于 的 % 个 变量 的 线性 型 是 形 为 
fi, BEP X.) =þæ Hee H Dfa te (24) 
HSTTA. GRE. e, ba 和 c 部 在 五 中 .除了 平 几 情 形 之 
外 ,我们 可 和 假定 某 一 个 系数 5; 不 为 零 ， 如 果 5c 二 0， 则 这 个 线性 型 
PATKA, EEN ODA tE F HRE ALS a, 
vn) BOUE SO. RER PEREA EAR M, 这 因为 函数 
FTO 通过 公式 
1 (0, 3 0) =b, fü, 0, e, 0) =b, tē, ttg fO, t3 0, 1) =b, +e 
确定 线性 型 2 可 的 系数 . | 
对 任意 线性 型 , dE 19] EA FLORE SE SES RE A 
m= D ayt ks, (aiD J&dE ap SEU (25) 
把 它 代入 (2 少 中 , 产生 新 的 线性 型 
gg, t, 35) =E (Sias) (Z bkit). (26) 
如 条 存在 一 个 这 样 的 仿 射 变换 把 于 变 到 yg, 我 们 就 说 了 和 ?9 在 仿 
射 群 之 下 是 等 价 线性 型 . 
不 难得 到 线性 型 的 标 谁 型 ， 疹 玩 ， 因 为 某 个 bto, 平移 zi 
Yi E zS-y08 PEJQ)PHBZOSIUUG BiR 81 一 gy, 2 二 ,21 二 
3, C3 P130 P JEFE I (240 SRÉ— Tr rEUÉE ME PH, Hrb b, 
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+0, H 6 二 0， 如果 这 个 线性 型 按 变 量 xm. 写 出 , 那么 由 方程 
y;—byur, dcedbun, Y5 Ty t, Yn En 
给 出 的 新 的 仿 射 变换 是 非 奇 异 的 , 它 把 满足 c—0 RERA C f E 
到 等 价 的 苹 数 9g (8 ^ 90 Sy. AI, AGAAT, MAR 
线性 型 是 等 价 的 ， 
现在 考虑 在 欧 几 里 得 群 ( 妓 (25) 式 中 的 4= lap AE IE SE AB AE) 


之 下 实 线性 型 的 等 价 性 ，d 二 (58 十 … 十 5 称 为 线性 型 (24) 的 范 
数 ， 刀 上 所 述 , 通过 平 称 我 们 可 以 消去 常数 €. up ym ed 使得 


(号 ,…, 和 党 )] 是 具有 有 单位 长 度 的 矢量 , 因此 存在 一 个 正 交 和 矩阵 (hj) 


区 王 述 笑 量 作为 它 的 第 一 行 ， 那 么 变换 gy; 一 二 部 yz; 属于 欧 几 里 
$85; 因为 dy bim t e tba MACIE E c=0 的 线性 型 了 
变 到 线性 型 9 二 081， 

这 个 线性 型 dy, 是 线性 型 在 吹 几 里 得 群 之 下 的 标 礁 型 ， 沟 了 
证 明 这 一 点 ,我 们 只 须 证 明 范 数 8 是 在 欧 几 里 得 群 下 更 不 变量 . Ff 
的 范 数 # 正 好 是 系数 矢量 A= (bu c bA RRE, CARH, 变 
dh Fi 4 £X FETPI en B6 x Ae fi de i SE B0 RARE E E 26 AB EE (5) 
作用 之 下 的 变换 式 BA: 因此 范 数 是 市 变量 ， 王 是 我 们 证 明了 

定理 13 在 欧 几 里 得 群 之 下 ， 每 个 线性 型 (24) 与 一 个 且 只 与 
-PREN m, Job diat d-(i-r--cbDier sg E 
是 这 个 群 之 下 的 不 变量 . 

关于 两 组 变量 e 6, Da Hyo ts Yn 的 ( 齐 次 ) 双 绕 性 型 是 
JE 

b (qi, ^us Yis tt Yn) ys (27) 


的 多 项 式 ， 它 是 通过 系数 矩阵 A= (ai 来 确定 的 ， 这 个 双 线 性 型 
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可 以 利用 舌 量 X m (nsn xu Y — pns ,9 写成 矩阵 乘积 
b(X,Y)—XAY'. (28) 

TE 2S X Y Bo eg e. 3X 1 ERE AYRADSE REA ELS E ER FE I, 

更 一 般 地 ， 设 站 和 五 是 同一 个 域 了 上 的 维 数 分 别 为 局 各 的 
有 限 维 矢量 空间 ， 且 设 互 人 车 ， 凡 是 对 于 站 变量 SEF ANEW 定义 
的 , 取 恒 在 环 上 上 的 任意 函数 , 它 按 下 述 意 叉 是 双 线 性 的 : 对 于 mm 和 
不 全 三 有 

六 (GE mén m) : eB (£1, 0) + a5B (£s, 0), 


£i, CV, neW; (29) 
B(£,aym Fam) = B(E, gai 4- BCE, 3/5) tts, 
ECF, m, MEW. (29) 


选取 了 的 基底 e, tt, Am AOW RITIENE Goes Ba HE a 是 按 er 
-B(o,Bj)iE Xi, MAV aW ERREEN 按照 
基底 表示 , 我 们 有 

B(£, n) =B (m9; d tuas, VP n d yu). 
因此 根据 (29} 和 和 (29') 得 


BE, N= rB lan Bg; — DOE ay 
ij ij 


RAH, VAW LEENA EAR BITA EAEN 
R (27) 那样 的 瞧 一 表达 式 ， 按 照 § 8.5 的 记 导 , 另 一 等 价 的 说 法 
E, XU PERI EE m EE FT Jo. X, m x n REB A S ERU ACE Y 
RE XBY. m | | 

iK BR AI Ze Bd I AE RC BOSE S RÉP ELE CI dE ZR RR dA X — 
X*PfnY —Y*Q. 在 这 些 变换 下 , 可 用 新 的 双 线性 型 X* PAQO Y'*, 
代替 (28) 式 ， 共 中 PAG 是 一 个 新 的 年 阵 ， 因 为 任 剖 非 奇 蜡 
矩阵 可 以 写成 一 个 非 奇 异 重 阵 药 转 置 Q* MARIEL ERA 
线性 型 (在 基底 变换 之 下 ) 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 的 矩阵 是 等 价 
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wt. 


的 ， 因 此 , Hie 89.9 中 关于 抵 阵 等 价 性 的 定理 18, RT ADAE 3E 3 7X 
性 型 与 一 个 且 只 与 一 个 标准 型 

2,91 d * Met. 
等 价 ， 这 里 整数 7 是 双 线 性 型 的 矩阵 的 秩 ， 它 是 一 个 (全 系 ) 椒 
变量 . 


习 题 

1。 求 出 齐 次 实 线性 两 数 存 相 似 群 之 下 的 标 淮 型 ， 

2. 分 别 在 下 面 两 种 情形 下 求 齐 次 实 线性 函数 的 标准 型 : 

(a) EHAE F, Bp Yi htn y yd. 

3. WER: f&25 r ERRENA ELSE o E 

T barit t baa.) (udi n eis. 

MEn voe DET Xm. 

4。 求 出 两 组 新 变量 x". y*, sU D u^, o, wt. dD PURUS E A CIE o Pr 
WE N. . 

au - ae rau J- yut yot 3:93 24u--25--2u. 


$9.7 二 次 型 

下 而 四 节 专 门 研 究 二 次 型 在 各 种 变换 群 之 下 的 标准 型 ， 这 类 
问题 中 最 简单 的 是 产生 于 对 平面 有 心 过 次 明 线 (具有 “和 斜 ? 轴 的 机 
圆 或 双 曲 线 } 的 研究 ， 这 样 的 二 次 曲线 满足 方程 Az? c Bay c Cy 
=1, 英 中 左边 是 “一 次 型 "， 这 样 的 二 次 型 (全 体 变量 的 二 次 齐 式 ) 
产生 于 很 多 其 他 情形 : 例如 , 空间 的 二 次 曲面 方程 ， 二 次 曲线 在 齐 
次 坐标 下 的 射影 方程 ， 矢 量 长 度 的 平方 公式 X| =e} +e] t + 
zn, 具有 三 个 速度 分 量 2,w 的 空间 运动 物体 的 动能 公式 本 《 吧 
How’), 微分 几何 中 在 球面 坐标 下 空间 的 驳 长 4s 的 公式 de? 
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Ari rd? - risin gao. 

这 样 的 二 次 型 可 以 用 第 阵 表示 ， 例 如 ， 为 了 很 到 二 次 型 5 
二 6zg 二 2 扩 的 矩阵 表示 ， 首 先 调整 二 次 型 使 得 zy 和 yx 的 系数 相 
等 , 写成 ozx!-r3ay-d Syr 24). iX GREY ARRIUS ERRI 


5 3X x ST 3g 
e 以 3 2 X y ) e a) 
—bz*--6zy--2y*. 
这 里 给 出 的 2x2 系数 矩阵 是 对 称 的 、 由 于 对 称 性 , 这 个 矩阵 等 于 
它 的 转 置 . 
-一 般 地 , 如 时 方 阵 4 等 于 它 的 转 置 : A" — A, 出 称 44 是 对 称 的 ; 
换 名 话说 ， (a) ER RR EA HATTE i, J, E auan 3IE 
似 地 , 如 果 和 矩阵 0O 满 是 C=O, MRO Rc eot A83, AREER B 
分 成 对 称 部 分 和 和 斜 对 称 部 分 , 我 们 可 以 把 BB 写成 


„B+B ,B—HBH 
B——3 * 3 


—8-rK, (30) 
Hub s-ALP Vk—D 5 根据 转 轿 的 运算 法 则 ,有 (B 土 B") 
二 B' 土 {BY' 一 B' 士 B， 所 以 SS 是 对 称 的 ,下 是 斜 对 称 的 ， 不 可 能 
FARDE BS, +E, Hp 号 ERA, Ki 是 斜 对 称 
的， 这 是 因为 任何 这 样 的 分 解 将 给 出 B — 8; K1— 3, — Ki, F 
ib BLB—2S8,B—B' —2K,BIpAS,—8, K. =K., ARGOT 
应 用 到 任意 满足 条 件 2-—ITIS 的 域 上 , 但 对 于 域 Zo 上 的 矩阵 ， 
公式 (30) 没有 意 关 ,因为 在 Zz 中 1+1=0。. 总 之 fEXRABBERDEL 
唯一 地 表示 成 对 称 和 矩阵 与 斜 对 称 矩 阵 之 和 , HERB XI 13-1350. 
Eus za om 的 齐 次 二 次 型 是 由 多 项 式 
TO | 


来 定 光 的 ， 共 中 每 一 项 的 次 数 都 是 2， 这 个 二 次 型 可 以 写成 所 BE 
* $46 s 


HRI ABX. imt GB B ERREKA, 3524 b,— —b;. Hd 
Wbxk4- RATE, — BIB. 根据 {30) 式 , dE BG B— SK, 
ZRN 2E yx. 
ABX'—X(GS--K)X"—XSX'--XKX' —XSX, 
(五 ACTZDSERBEO, 
因此, 24 1-- 1250, W Jupe E AME RT DAE Hb Sez AE CHI A i05) 
lxx G= XAXC, | A— (ai D JE BE. (31) 
Anz Er E APR Xue. m0. WAARTOE 
NRM E MM QE —X AX". dizea] Pg Jie e d £o EHE MA 
标 症 "， 它 与 老 华 标的 关系 是 通过 方程 K XP PAR 
svo Amm, 按照 8 的 新 坐 慰 来 表示 , 一 次 型 变 成 
QE) —XAX"-—- (X*P) ACX* D) = X* (PAP) RE*" 
这 是 含有 新 矩阵 PAP" AATRE, AX ARGSLAR EAS] AA — TEE 
对 称 的 , P329 (PAPY = (PAP PAP". 
定理 14 ihi dick A, o AS Lik EG AEE 
PAP 的 二 次 型 ,这 里 了 是非 奇异 的 . 
对 称 官 阵 4 和 吾 ， 如 采 满 足 其 系 妃 =Pd4P( 共 中 己 是 非 俏 蜡 
D, UPRA TB i382 
再 重复 一 下 , 定理 14 fru, 齐 次 的 二 次 型 在 全 线性 群 (这 个 群 
由 关于 变量 的 非 人 车 异 的 线性 齐 次 变换 构成 ) 之 下 化 为 标 浴 型 的 问 
t, SEDET ORO ERIE MEA XE T SR RE ALIM PAP" CON BM 
[P 


村 gil 
1. WEM: A*A fn AA GEAD, 
2. 证明: nA AJLSDU FEN. 那么 A 十 对 称 的 ， 
» $475 


3. 3E $8.3 rH ]RIL I MEERA SK 的 形式 。 
4. Ri E PAL LIIEGERGBEEGRBUX BOB. 
(a) 2a?--3ag-l- 62, 
(b) 8zxgyJd-Ag*, 
(c) x*--2xgJd-4zxi--34*-- 924-727, 
(d) 4xg. 
(e) g+ iry t dg -H Zaz--L- z^--4ys. 
5. (a) 证 明 : AF S Ao ERE. AE MA 4"194 是 对 称 的 ， 
(b) 证 明 : WEEER AREZ WA ATIKA EAEE 


6. pie AB- BATE rff i T pat Rd: 
(a) A MLB BEER. 
(b) AÑ B bxc qu PES. 
(c) 过 是 对 称 的 , m B Ee PI Hg. 
7. IEW: dE AR BG ERES. 354. AB ERAL AB— BA. 
8. (a) 证 明 ; W Z,COBE Z2 RUR) pL 8b a BRE PE ROME EIS. 
(bo 举 出 Z. 上 的 矩阵 , "ER BEES RU SO K CL (ODD. 

9. E DJLICH AD onGRISOM RE. 证 明 AD—DACSRBENM Agr SE 
jü sa FE. 

10, 1E QCDOJE Uk d ER. EH 

QGa-- BY) - QC!a- 8) -QC(B3- y) — QCy Fe) 
cTQGa) -QCB) -FQiyo —0, 

I1. XX PET! BO 5» CE 和 5 EVO dE ig. B(S m) — B(n, E), NES Tz 
EPRA. 证明: igi BEHARREN, 那么 Q(DD—B(, 有 是 补足 关系 
pie ZECA m) — Qté ~) 

HRE, 

12. 证 明 ; nxa KARE A daR EA H 5 GRRR n EL HD 
FE miet E T= T HEARRE 5. LERET, 0) = (5, 97). 

"13. WEH: ERAP S ETIR, JP I9 RRRA MWA 
(T5) e) BEERE. 
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89.8 全 线性 群 之 下 的 二 次 型 
大 家 熟悉 的 “配方 ”法 可 以 用 作为 化 简 二 次 型 {通过 线性 变换 ) 
的 方法 。 对 十 两 个 变量 的 二 次 型 , 由 这 个 上 方法 可 以 得 到 
ow + 2bry tey’ 
=al erbe e 
- - - 
=aja+ iy) + e= gr 
括号 中 的 项 给 出 新 的 变量 只 =at ny =y 在 这 个 变量 线性 变 


换 下 , 二 次 弄 变 成 ao 十 | — ^, 交叉 项 被 去 掉 了 ， 


xXx— but X a0, dud a-—0,78c450, MaA fpi ze d 
来 化 简 ， 最 后 ， 如 果 一 一 4 MARREN ASA 25xy， 对 应 
的 方程 2bwy 二 1 表示 一 个 等 轴 双 曲线 ,在 这 种 情况 下 ， 变 换 w 
=g 十 六 ,=X 一 y' 将 把 二 次 型 化 为 

2b(a' Ty Ty) = b Ty, 

这 个 表达 式 也 只 包含 着 平方 项 ，t{ 提 示 : 这 里 使 用 的 变换 与 关于 双 
EISE TTG d SM E A) 

3E (ELE MEA 33; np EA ez FELSU 6 T AREE T UOI E, 

3|38  :& :b 3b WpOJROÜR DOCE d. 任意 不 恒 为 零 的 二 次 型 
Drut 可 以 化 为 首 硕 系 数 ati 的 二 次 型 , RERE IIED, 

证 明 RiR XOUH—4 mE Gag. miet k Lb 
R 0,1770. Hz REDE oda v; E ROM ER OX IE I AEST SERE, 
因为 它 的 征 阵 是 置换 扎 阵 》 可 以 得 到 新 的 系数 au x50. Ani HDu 
HARTE au AEG, [BETTE PAR iJ AE G0. x8XE 
HEE, 我 们 可 以 使 ms 地 9 田 和 矩阵 的 对 称 性 有 aan. MAB 
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启 的 二 次 型 就 是 Guta d- 02250 77 20:90 0s Fn. EROR: Ti S Rs 
[A— 26x, AAF ESEA ZZ Hi — FE. 通过 变换 

Xi—4gi-— 92, Wy r Yo Cada t. nO Yn 
这 个 二 次 型 就 可 化 成 首 项 系数 2a 2-0 的 形式 2aoi— 9D. E 
XE 8 8 dE ZPARP IS, AAR MASE EEA 


T -Ea — g 


问 : Aip Ay BU i410. 
HERNIE nM MA”. WAS R, 我 们 可 使 0, 
PRW EA E an (Xin bur), 这 里 b, b,—1, hF 
个 阵 的 对 称 性 , 含有 ui 的 项 为 
n "m n Ep 
mita D bea o mt Dbue) (0er) . 
"- pun j-2 
这 个 “完全 平方 ”的 构成 暗示 若 一 个 变换 


g = 


+ Ya 一 43. sud" Yn Xy 


yw) Dij Y= än ced. 


MAn 只 出 现在 92 项 中 . BOE) ik M A E R A auc 
Eyit 这 里 的 下 标 了 秋天 是 从 2 跑 到 ”% 剩 下 的 部 分 是 ?一 卫 
个 变量 Yot Yn 的 二 次 型 , 对 这 个 二 次 型 使 用 同 料 的 方法 ， 这 个 
方法 可 以 重复 进行 下 去 (归纳 论证 ) 直 到 谭 下 的 二 次 型 的 新 系数 全 
都 是 零 为 止 ， 关 此 我 们 有 
定理 195 通过 变 量 的 非 奇 异 线性 变换 ， 满足 条 件 1 十 1 寺 0 的 
任意 壤 上 的 二 次 型 可 以 化 为 对 角 二 次 型 
diy? tayi dr dyt, 3^ dzEO. (32) 
非 堆 对 角 线 元 素 的 个 数 了 7 是 一 个 不 变量 . 
这 个 数 7 称 为 已 知 汪 次 型 AX" 的 秩 ， 因 为 ”是 化 简 后 的 二 
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次 型 (432 的 对 角 拭 阵 妨 的 秩 ， 所 以 它 的 不 变性 是 显然 的 ， 这 个 竹 
必 符 于 原来 二 次 型 的 年 阵 4 的 秩 ， 因为 根据 定理 14， 我 们 的 变换 
把 4 作为 五 =P4P- 而 我 们 已 经 知道 (8 8.9 定理 19), FREE — Ht 
的 变换 APA 之 下 是 一 个 不 变量 ， 

如 果 n AERC AX fkin, 那么 称 它 是 非 夺 异 
的 , PLZ CHOC ABD 44 是非 奇 异 的 ， 

在 对 前 二 次 型 (32) 中 , #r 是 不 变量 , 而 系数 并 不 是 不 变量 ， 
图 为 用 和 不同 的 六 法 任 简 二 次 弄 可 以 产生 不 同 的 系数 组 dis s, d. 
下 一 市 我 们 将 得 到 实数 域 这 个 特殊 稍 形 下 的 全 系 不 变量 . 


>] 85 

L ARPE be h fE 89.7 2]84 4 Bp fc — Ux PRESSE f AT. 

2. TER 5 kd Z, 上 ,把 22? 29-39? 化 成 对 角 型 ， 

39. HERO: TENE Z: .1.:， 每 个 二 次 型 可 上 碎 通过 线性 变换 化 成 形式 Edy, 
Jo fet YE d;—0, 1 或 2. 

4. WER: YEHERERXO b. E eitri WELEER h 7s qu is xl fü 
TJ. gyi dyi R 22i-- 82i. 

o. 40H AE FA EER RH AB p P ki PAPT EAE RE, 


(a) a-( n) &) 4-(] ， 


0 o] 站 
(c) ^: 0 z) 
0 2 Ü, 


6. cli TE ESUIC SET REEL i e yit e ty EE H. 
了。 严格 和 证明: DRM xy ER L.UAEQ 之 下 不 等 价 于 堵 角 型 . 


89.9 全 线性 群 之 下 的 实 二 次 型 
在 解析 几何 中 ， 二 次 曲线 和 二 次 曲面 都 基 用 实 二 次 多 项 式 函 
数 胀 描述 ， 在 实数 感 上 ， 对 角 型 (432) 的 每 一 项 可 以 通过 变量 代 换 
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y=] d; | žy; 进一步 化 简 , EF dy 变 成 yr. AAA EA 
和 村 实行 代 换 ， 就 把 二 次 型 化 为 形式 Dy. ERA, AAR 
je xS EL, 使 得 正 的 平方 项 都 在 前 面 。 这 就 证 明了 
定理 16 实数 域 上 任意 二 次 型 可 以 通过 变量 的 非 误 异 线 性 
变换 化 成 如 下 形式 : 
2 十 2 (33) 
定理 1i 出 现在 简化 形式 (33)? 中 正平 方 项 的 个 数 琅 是 给 定 
二 次 型 日 的 不 变量 ,也 就 是 说 ,只 依赖 于 二 次 型 而 不 依 闲 于 化 
阐 的 方法 ( 西 耳 维 斯 特 (SylVvester) 惯 性 律 ). 
证 明 假设 存在 另外 的 简化 形式 
gia 00 W (84) 
它 含 有 4 个 正 项 ， 因 为 这 两 个 简化 形式 是 从 则 一 个 外 通过 非 奇异 
变换 得 到 的 ， 所 以 存在 一 个 非 奇 异 变换 把 (33? 化 成 (34)?， 我 们 可 
以 把 这 个 变换 方程 看 成 坐标 变换 { 图 象 因 定 坐标 移动 的 变换 )， 那 
2,(83) m G4) sez [B a Ak E Ba] —^ P — HIER QUOD, 而 相对 
THREE muy ne. ms AAT 5 — £8 Xm Bop dis 
gi o Fr. 
假定 gq-p. MEARI) 中 zp = m0, Bj GCE, 
WE v—p^-2; EN A ERE E X n— (r—1 2E T- 73 [8] sS 
ERATZA REE ne Gr — pr SR zl RS manor End 
REE, GOAR, ART ESO 如 果 上 坐标 满足 y = SyS Yr 
cg, MER OE0 atA reg 维 子 空间 
Sa 354, 和 S: PRI T ERIRIBUZE E E 
n— (r—p)-d (r—4) —n-- (p—4)77n 
因此 S, A S: Hof A dEPTIERR RE E, 因为 由 $7.8 4E ER 17 8T ARI 
交 8198. 的 维 数 是 正 的 ， 对 于 这 个 公共 矢量 5 (33208 ES 
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0, iip 4) QC «0, SE ERBRUTZP S. AE qp, 则 和 将 导出 
2S (D B5 P Jj. BEA, q — p, 定理 证 党 . 

这 个 结果 表明 ， 人 性 崔 实 二 次 型 可 以 通过 线性 变换 化 为 一 种 卫 
只 化 为 一 种 (33) 那 样 的 二 次 型 ， 所 以 这 种 类 型 的 表达 式 工 士 入 
是 实 二 次 型 入 全 线性 群 之 下 的 标准 到 .这 个 标准 型 本 号 由 所 谓 疹 
号 差 4 二 十 一， — WE WE, 3X MESH PTIES. 
r—p TTR, Hn or 是 二 次 型 的 秩 ， 这 个 符号 差 是 通过 7 A 
8 二 一 (一 了 ) —2p—r MERG 是 正 号 个 数 减 去 人 负 号 个 数 } 有 
时 称 这 个 整数 s 为 二 次 型 的 符号 差 . 了 和 8 一 起 构成 全 系 (数值 ) 
不 变量 ， 这 是 痕 据 两 个 二 次 型 等 价 当 且 仪 当 它 们 可 化 成 同一 个 标 
i (33), 

定理 18 两 个 突 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 等 价 当 且 人 识 当 它们 
A mE Heta, 

n PERRA Q-—XAX, RA X01 RI4E HA Q— 
9, 那么 称 电 是 正定 二 次 型 ; ERER ETKA pR A R29 3E x 
矩阵， 如 果 我 们 考虑 标 玲 型 (33), 显然 , 晶 是 正定 二 次 弄 当 且 仅 当 
标准 型 是 zi teeta KERNA, n 个 平方 和 除了 所 有 项 都 症 堆 
而 外 总 是 正 的 ， 而 且 当 取 支 是 第 如 个 单位 和 尔 基 2， 时，(33) 中 的 
XAX'zz0,BgdE p— n. F, REN T 

定理 19 实 二 次 型 是 正定 的 当 且 人 妈 当 它 的 标准 型 是 好 十 … 
4-2i. 

根据 定理 14, 这 意味 着 A —PIP', 它 给 出 下 面 进一步 的 结果 . 

定理 20 实 对 称 算 阵 村 是 正定 前 当 且 仅 当 存在 一 个 实 非 坷 
Tage Pa A—PP, 

二 次 型 XAX RE T E n ERER A PHAR, EER 
WE XAX = 1 PARAXE. Bp (33) ESEGE XB VE Uu 
JEA ITAR TES UI ELE [E 29 H0 75 ££ 


于 二 
WR. Pizu. 在 平面 上 , 秩 为 2 的 简化 了 的 方程 是 
yl =], =y. 

€ 153 AA S EL, 等 轴 双 则 线 , POUR IET ELER,. Tko5 0 PME— P5 
二 次 型 是 0==1; 秩 为 二 的 二 次 型 是 x— 1{ 它 表示 两 条 直线 4 一 
EIRA r= IGA ALE), Æ S 8.8 中 我 们 证 明了 (定理 15 的 
推论 2), 平 册 上 任意 韭 麻 异 线性 变换 可 以 表示 为 切 变 换 、 压 绾 (或 
HRSA. RAEI fE aa? bryd cy^— 1 表示 的 任意 有 
iD LK dRER RT LR AES DU dE BR, H:8R ES c8 02 UE HE ETERNI 
3*B BLAUE X. fEJLfH E, xx Et EIE BER: A LRTE DAT 
AE -— BU Te ELA; 但 是 显然 找 布 到 一 系列 线性 变换 可 以 把 圆 
z^ry —li(ipmM BD EE T —4. —1. 这 就 是 平面 情形 符号 差 的 
不 变性 的 几何 意 闵 ， 

在 研究 两 个 变量 的 冰 数 的 极 大 值 种 航 小 位 时 ， 符 号 差 是 有 有 用 
的 , Ia — fv, 92d —  2CER ER I, 它 的 一 阶 偏 学 数 关 和 在 x = to, 
yg —39o 处 部 为 零 , 因 此 z A RSetan kay y B mde e 
HAR, 没有 一 次 项 ， 这 个 展开 式 是 


fxo th, m HE) — fUr, go)+ Lal? -26hk cl] s, 


JUD RC a, b, e 是 偏 导数 
A= fx go), b= Fay (o, go), 
€ — f 0g, go). 
当 员 和 天 的 值 很 小 时 , 起 支配 作用 的 是 方 括号 中 的 那 项 , 它 是 变量 
天 和 总 的 实 系 数 二 次 型 如果 这 个 二 次 型 的 秩 是 2, 那么 它 可 以 利 
用 变换 后 的 变量 产 入 RRR Ek LK? dn XBoTpU Eu 
Am, JB. Ceo, yo? E ME E E ER. C [EE f Coo k, yat RA RE LE 
T Go, go), BEA e 有 相对 极 小 值 ， 如 果 两 项 的 符号 都 是 减 号 ， 那么 
. 354。 


ZCÉDADSHPBOKIE. An 1p Ab m—ITIPCiESE. Wü 
IK RI ARETE RT ELECTI. TEL Gro, 0) 既 不 是 极 大 版 也 不 古 
foh xin Ae dE 0E UE, 35 Sb mE. zm E c 
一 全 方向 是 增加 的 , Tf 3 — rr B Abe. ISDN. AR Ku dE 
小 点 和 和 散 点 是 根据 二 次 型 的 符号 差 来 区 分 的 .三 个 变量 或 更 多 变 
量 的 琐 数 的 临界 点 有 类 似 的 结 时 


习 题 


1， 证 明 ， 实 二 次 函数 ax? bry- ey EEDA HG a9 H 1ac— 
.2 
2. WEBB; 正定 对 称 算 和 阵 的 主 对 第 线 上 的 元 替 都 呈正 的 ， 
3， 和 下 列 各 实 二 次 型 化 为 定型 16 所 述 的 标准 型 , JE: p^. CN ES 
Bom ep. 
(a) 92?-- 122,2; 7DE, 
(b) 2ri—l1Z2Zz,7,|-18z;, 
(c) —Z2Zzxzi-— Amr, -22x2--i2£,T,--ax.3,. — r1, 
4. MER AE AR t RD RI BER C IE BS JL (a ALIAE 
5. 证明: 复 系 数 齐 次 二 次 型 在 全 复线 性 群 之 下 上 总 是 与 平方 和 ze 
十 2r E. 
E WE: n AE REBU ARRATE a HOMES S Lf 
CE MESE Fio E; 
7. WEBB: WAA XAF E AR” GMBH RRE XE 
8. MEORUM TARA, 那么 称 这 个 一 次 型 是 半 正定 的 ,对 这 种 
ZERE HERALT EM 19 的 命题 . 
9. XPEIEXE — 9H, RUE JE VERB AAT AE EE 20 的 命题 . 
10. (a) TH dE Er e lcu aS B t E oer 
(b) BIPGMPBjA — RAS, 几何 地 描述 一 下 它们 在 有 R! 中 相应 的 轨迹 . 


$9.10 正 交 群 之 下 的 二 次 型 

实 二 次 型 在 正 交 变换 之 下 可 以 化 简 成 什么 样 呢 ? DERN 
换 了 =XP 把 XAX" gR YPAC- DOY, AAPEEE 
BE, 所 以 新 矩阵 可 以 写成 P-14(P-1)':=P-14P. 

在 平面 上 , 禄 图 在 正 交 变换 {旋转 和 反射 ) 之 下 决 不 能 产生 癌 ; 
我 们 至 多 可 以 使 椭圆 的 轴 旋 转 到 标准 位 置 上 ， 长 轴 可 以 看 作 最 长 
的 吉 径 ， 为 重 述 这 个 最 大 值 性 质 ， 考 虑 任 关 实 二 次 国 数 QUOD — 
a 二 Cy?， 其 中 ese, JAI: A zy XE. XD AQS er- cy? 一 
c (a* 4- y), AREA, EA += 1 的 所 有 点 上 9 DR 
值 是 c, 并 且 在 x—0, y — 1 R ERTER. KER., 下 面 的 引 
理 保证 台中 没有 oy 项 

5| 理 PARKAR Q= art tory ey? 在 单位 图 ety 
=1 H AnP- IRAR, HAA r—0,49--1. EB44, AA 
b= 0, 

证 明 把 8 看 作 一 个 变量 zx 的 ( 双 值 ) 函 数 ， 这 里 y 网 z 的 关 


系 隐 含 在 等 式 2 十 六 二 1 中 ， 两 边 求 微 商 ， 我 们 得 到 222g 


0, 所 以 导数 y =, Q 的 导数 是 


Q' — (az? --2bazy - ey’) =2ax + 2by + 2bry' -|- 2eyy'. 
Xi x—0, y—1, KH g' 的 什 后 一 起 代 人 上 式 ， 我 们 得 到 Q' — 25, 
也 是 只 在 2—0,9 —1 点 处 达到 最 大 值 , 所 以 这 个 导数 一 定 为 零 , 因 
此 28=0. HEEE 
现在 回 到 ”个 变量 的 二 次 型 ， 在 %* 维 空间 中 ,单位 超 球 面 
Dr 一 1 是 封闭 的 有 界 集合 ， 它 上 面 的 点 都 是 长 度 汶 1 的 矢量 ， 


O AAIE AURI P714 POP 是 正 交 维 隆 ) 有 时 称 为 是 正 交 相合 的 ， 
中 356 + 


在 这 个 超 球 而 上 , 实 二 次 型 Q= 之 20 所 取 的 值 有 一 个 上 
5 Ia]. B QE £5 PS EZEER AL, 所 网 QCE 4E S EARR 


HOA, ， 换 名 话说 , EMA JR Dre BEES Ee E hA, TEXE— T c 
$o 1E £o E, QE REISER RIE 4， 因 为 名 的 长 度 为 1, BELA 
RT LL a = éo 作为 新 的 标准 正 详 基 eu, n. da BOE — 7I XE 
(8 7.11 的 定理 21), Ve E HTAR EA En Yo o Ya Di 
么 二 次 型 按照 新 坐标 可 表示 为 QC — yban ROBA E b 组 
或 一 全 新 矩阵 . Q 的 最 大 值 A; 通过 上 坐标 为 (1 0, on, DHR Æ a 
fd, MARA ay 可 知 最 大 值 机 MET 5n. ABA ub cb DR 
制 变量 , 除了 n 和 yg; 两 个 变量 之 外 其 他 都 是 零 ， 那 么 这 个 最 大 值 
仍然 保持 不 变 . 因此 如 二 1，g 二 0 是 二 次 型 如 1 缴 十 2B11918; t 
by: 在 条 件 关 一 闪 二 1 之 下 的 极 大 点 . 那么 引 理 (用 y RH a) 
断言 , ARRA RA bu E, PEEM F i =z, 3, e,n 4 
一 种 铺 形 ， 因 此 ,8 按照 这 些 坐 标 gi, n, gs 来 表示 时 , 去掉 了 所 有 
Ja HS yi E SURE, 于 是 变 成 


QD -—Agb tO buy B-Quu)-B. — (38) 
i j—2 


第 一 个 系数 ALTER RE e b E OE Ye XR E51 — 1 p QOIS E 
XÍBD. 

在 (35) 式 中 差 QC5)  QCA) — Aui 是 一 1 个 变量 yas, Yn 
的 二 次 型 ， 这 些 变量 是 由 ?一 上 个 新 基 矢 量 me，…，os 张 成 的 空间 
Sai 中 的 坐标 、 在 这 个 空间 ( 它 是 第 一 个 基 人 矢量 5o fiic oe 3b) nn, 
我 们 可 以 重复 应 用 同样 的 方 甘 ， 选 择 新 的 标准 正 交 基 使 得 Q7 CE) 

中 ” 同 向 积分 学 中 一 样 ,这 里 我 们 假定 下 述 事 实 成 立 : 在 有 界 闭 集 上 前 连续 函数 
在 过 个 集合 上 有 一 个 景 大 值 ， 
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在 is| 三 1 上 取 最 大 值 ; ROCA, LUKE RB S SR— TP X150 25 7636. 
HMRC 2B x Gm AERE, 对 于 这 组 基底 有 
QES Az? 十 4588 十 -十 机 于， A PA e An (36) 

3X E zi e, 2.354 相对 于 Gi, Bo, ya, co xx iH HE CE AS Bs 而 1， Bs, 
Ys Ae TER DIR IB Re: SR IE E CRT, 第 一 个 Ad 名 1 使 QENE 
TUE A HAEATE[SI— 1:1z2 F BARRE 局 选 为 在 这 个 
TA PR e ERE 3X n h dex 1n] 051, (ad= 
0 的 所 有 矢量 5 中间 , WE gaila KE A BARR, BET 
ERE ?3 是 适合 || 二 1， 开 与 &, A EZMA Rió hi, 使 
全 6) 志 到 最 大 值 的 一 个 笑 基 ， 等 等 ， 这 个 逐 光 最 大 同 题 可 以 通过 
RAZA T aboen 的 椭 球 (以 倒 过 来 的 形式 ， 即 极 天 搞 
作 极 水) 加 以 形象 地 摘 述 最 短 主 轴 e 下 最 小 直径 ;次 主轴 疡 是 所 
43 in E R3 Hz eh E HC EL fe | in] e B — e. 等 等 . 

于 是 (36) 式 的 系数 A, …， An 可 表征 为 菜 一 极 信 问 题 的 解 , 这 
个 极 什 问题 只 依 藉 十 鲜 , 而 不 依赖 于 特殊 的 坐标 系 .在 化 简 过 程 中 ， 
只 有 当 背 一 个 蒙 太 值 (或 者 后 面 的 某 一 最 淡 值 ) 是 由 两 个 或 更 多 个 
长 度 为 工 的 不 同 拓 量 点 和 加 给 出 的 时 候 才 可 能 产生 极 值 不 确定 
的 和 情况， 即使 在 这 种 情况 , 我 们 仍 可 证 明 A; 是 唯一 的 (&10,4). 

这 就 证 明了 下 面 的 主 轴 定 理 . 

定理 21 任意 六 个 变量 的 实 二 次 型 ,对 于 送 当 的 标准 正 交 基 
可 以 取 为 对 前 型 (36). 

HEHE 1， 这 组 新 基底 Gy.-.o63 可 以 按照 原 基 底 eQq— (1,0, 
e, 0), eV m (0, e, 0, DERI af = pots 进一步 ， HAR 
faf, enai xd du Hoeibsng, AE RBE B P (op EE 
SERE, fRiET 2 JPEE, AEP e, er, n US PHONG Em T, e, 
这 表示 BG— 之 TRAJES RAJCA OU T dk iE 


lpr 


wJ 
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ARUBA, TEEM 21 的 “坐标 变 挤 "形式 的 结果 可 改写 成 “点 变 
Te" 的 形式 , 即 

推论 工 冯 个 变量 的 人 尾部 齐 次 二 次 函数 可 以 通过 正 交 点 变换 
化 为 对 角 型 436). 

这 两 个 结果 都 称 汰 “ 主 胃 定理 ”"， 和 如 果 站 次 型 用 与 它 对 应 的 征 
PER PORE, 那么 这 个 定理 断言 

推论 2 对 任 总 实 对 称 矩 隆 4， dpOXAOXOGE XA oGBOMODPak A 
PAP'—PAP-& sp A SEN, 

EEA, RINER T REGESOSPERABEE AER. A 
定理 4 BILE EE, RITE EN GO 中 的 A, n. 3, 恰好 是 矩阵 4 
85 4c HE FEHIETR. 

在 平面 上 ， TEQ — 1 IE EROETUL ELI E RE 机 x 十 4s 六 二 1 
3X 3€ 7; F& eI HB I] (1294570) SOL ER 0770749). 普通 的 标 进 
方程 ， 这 些 系 数 确 定 了 轴 的 长 度 ， 在 三 维 空间 中 ， 对 三 个 系数 
A Ag A 有 类 位 的 解释 、， 和 如果 这 三 个 系数 都 是 二 的 ， Wu Q= L 
站 一 个 糖 球 ; 如 采 其 中 一 个 是 负 的 ,， 则 是 单 叶 双 裔 面 ; 如 果 其 中 两 
个 是 负 的 , MER HE: 如 时 三 个 系数 都 是 负 的 , Ws 2e SIT 
HA, 《注意 符号 差 和 秩 在 这 里 所 起 的 作用 ., ) 

同 定理 4 的 推论 相 比 较 ， 我 们 看 出 (对 于 对 称 扎 阵 4) 二 次 
ERE X AX" 的 主 辆 正 是 线性 变换 X — XA MPEHRERUE. DU 
到 

推论 对 于 实 对 各 矩阵 A, HORECER GR XO XA 有 一 组 基底 
是 由 有 具有 实 特征 值 的 正 交 特定 舌 营 槐 成 . 

推论 4 a MEG A XEM A CToa kong de A—GSR, 其 中 
5 spdRgROgf,GH AGEG ARE. 

证 明 我 们 已 经 知道 (定理 20 AA 是 对 称 的 ， 并 且 . 是 正定 
By. iRiEGIBDES. AEAEE P GARD AWPIX fts 
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并 有 是 正定 的， 于 是 对 角 线 元 素 都 是 正 的 ， 通 过 求 这 些 元 素 的 于 
FR., RIHIA- AEE AE T, 满足 人 一 P-1447P, 因此 正 
EERE RE S-PTP-' 满足 8:=44"， 如 果 我 们 证 明了 了 六 = 
8-14 是 正 交 的 , 则 有 有 4 二 5B, 如 推论 所 要 求 的 , 于 是 推论 得 证 ， 且 
ScEg E,RR'--.S-144 (871) —,S-18? (8-1) —S (8-1) — S87! — I. 
ER A HRE SCTERLGS77—87*. 

推论 5 BAREA, BAIRE) 5 
E, LAA- ARAA Pe A PAP 和 PBP-! 同 时 为 
t Aae, 

RPA EE REA, Rd E AE ABE; 的 一 
HRE £5, 9629 7 OUR EXC [8] RR, 它 的 解 在 振动 理论 中 起 着 基本 
作用 . 

习 题 

L XESCILIkU azx?--2bzrgd cg, l 

(a) MA: ERTH F ate 和 如 一 qc EREE, 

(b) 设 ctg2a— 2, ER: 这 个 二 次 型 可 以 通过 正 交 变换 


r= tosa- y sind, 


y =g singt y cosa 
TE mH aA, 
2. WER: EARR ARAE A= POBP, gm P ERER E 
RE, B* SCXPTRABRE, 
3. BHB RU B HB xLESSSEBRIB PAARE MOM «m. 
(a) ST — Pry 5g, 
(b) 2z?-L dv 3 vy — 29? 
4， 把 正 交 变换 
dd, = AY 9-295, 
Ire = — Vi d- 29. t ify 
Sgm 231-F 29; Ys 
a 360 > 


f FB SI— ic On] — 921-1823 上 , HER. Q JR Yo Hu go CS, AREN: 
AR X —)5HQfsctgtgel mls 18. BERA 


中 的 方法 米 性 验 . 
s. TE POPE] r= cos, y= sind LARN axr?g-2bzxg-ey IEB E 
Bo De I AE CARE AH D: 


(aste) ew late sA A =a- h? 


8， 证 明 : rae AAA CAM, 把 zy ie, 

7, TER sit aitai wi UE Wo E PEE dH B fete (Lorentz) 变换 ， 
证 胃 : EEP EAA Dem a Pgp Spre, 其 中 六 
是 个 恬 殊 的 对 衣 和 矩阵 , 共 对 角 线 元 于 为 1,1,1, 一 1. 

8. (a) 证明: ZuJR A=8R, Hp S EOM $a EE, REEERE, 那么 5? 
= AAF. | 

*(b) EW: 只 存在 一 个 正定 矩阵 S, EAE St— AAT. (提示 : S 的 任 
意 特 征 矢量 -… 定 是 号 的 -- 个 特征 矢量 ,) 

“9。 证 明定 理 21 的 推论 5. GER: 把 XAX" FIERA APLXBX 的 
Ek JL 83158 58 b x IRI] P9 — ix ER Tr. 再 根据 定理 20, 把 五 写成 互 一 PPr.) 


$ 9. 11 仿 射 群 和 欧 几 里 得 群 之 下 的 二 次 型 


下 面 考虑 含有 坐标 m, e m. 的 矢量 的 任意 非 齐 次 二 次 函 
数 


TOSDE riut t D by, +e (i, j, b—l,-,2). (37) 
i j k 


这 可 以 写成 (8) =XAX + BX +e, KB A= (8iy) 是 对 称 和 矩阵 ， 
B= (b, e. hOJETTIBER,S CAFRA f — oa? p bz dr c 的 简单 
情形 中 ,我 们 看 出 , 平移 <=3# 十 天 使 二 次 项 系数 上 保持 不 变 , 这 是 
四 为 
了 一 (十 向 2 十 在 (十 天 4-6 
—ag^ (2ak-- b) y al?-- bk c. (38) 
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An PERRERA, CERE XCO—Y-—X—EG 是 行 
JERE) Z8 1H 
fJ) — G-K) AG 4 KY -BO -KY -e 
—YAY:--K AY: --YAK*--KAK'* J-BY*-- BK' c. 
[o5 sie TH Y AR" (rro Be x 第 阵 x 到 矩阵 ?是 一 个 标量 ,所 以 它 等 于 
CHRE KAY =KAY, 总 起 来 有 

fGD-—-YAY:-—-(2KA-B)Y'—- KAK -BE'+e. (39): 

这 确实 与 公式 (438) 类 做， 这 就 证 明了 
SR 平 殉 使 二 次 西数 了 (全 的 齐 次 二 次 项 部 分 对 应 的 拭 阵 疾 . 
RERE, 

— m, Fik ik tE T i X- YP eY S YOPAPOY 
HBPYY" +e, Tix ALR ACh, LI p E d PAP,X. 
KAREI XE PR A e RETE. 

HERLAH f2X-YP-HKG IER HE6 A g a h 
来 化 简 实 函 数 CE). RR ERRA, RÆ P REZ a 
CHER IKIEBIABER A, 确切 地 说 ， 是 齐 次 二 次 型 对 应 的 矩阵 A, 
SE 89.10 中 那样 ,我们 得 到 (用 新 的 系数 OD) 
FES Aiit tt An b bg tHe, 
VERBA À; ; 相 联 系 的 5;， 现 在 可 以 通过 简单 的 “配方 ”法 用 平 称 - 
Ji na. 我 们 把 变量 置换 一 BEERGHIESE BT A 项 都 称 到 . 


Hif TR, PERTRA 
FG) = Agi -H n A2 blu Zra He Orn te 
METAR RERO RE E e, WATU RE A 
FRR, REEM 13 中 那样 ， 化 为 dy,41 的 形式 ， 这 个 - 
变换 于 不 影响 前 7 个 变量 .最 后 结果 是 下 看 形 式 中 的 一 
JTE Shy Het AA dy (40) 
~ 362 * 


FO SA? tety e. (417 
iX HA mhm An 所 有 A; 89752. d-0. 

定理 22 在 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 之 下 ,任意 实 二 次 型 
(37) FAT (40) 或 (417 式 中 的 一 种. 

这 些 篇 化 形式 确实 是 实 二 次 型 在 欧 几 里 得 群 之 下 的 标准 型 ， 
但 是 证 明 比 较 困 难 , 内 概括 服 述 如 下 . 

这 些 A; 是 (37) 式 相对 应 的 短 阵 A IS Ax EHURE TIE E AL $ 9.10); 
它们 的 唯一 性 (包括 重 数 ) 将 在 8104 中 证 好. 特别 是 ，(40) 或 
《41) 式 中 的 平方 项 个 数 了 > 是 一 个 不 变量 ; 注意 ,了 也 是 4 BE. 
在 变换 4 一 >PAP" 之 下 是 不 变 的 。 利 用 微 积分 ， 可 以 对 不 驶 量 d 
和 ce 作 更 为 简单 的 直观 描述 ， 我 们 考虑 使 得 矢量 

3 a 
CT 
AE XHEHUSDE. MUDAR h XX BIER yee 
—4,"0, ifc Xx f (E) dix pr CIRTEO EL E RESIR. EOR 


的 情况 `F, 这 个 轨迹 是 空 的 ， 因为 3 一 40; 而 4& 可 以 表征 为 


[gradfi 的 最 小 值 ; 还 可 以 证 明 ， 这 个 最 小 住 在 欧 几 里 得 和 群 之 下 是 
不 变量 . | 

ATA XYP (Hh P REAR) 可 以 采用 类 
HEHEH E. dr Ed RTRA A, RE $9.9 那样 ， 
所 有 系数 都 是 土 I， 而 线性 部 分 可 象 $9.6 中 那样 去 处 理 ， 

定理 23 天 个 变量 的 任意 实 二 次 函数 可 以 通过 仿 射 变换 (或 
者 通过 坐标 仿 射 变 找 ?化 为 下 面 形式 中 的 一 种 ， 

yi tety ypa —cUgs te (rmm), (42) 


P Het ya ey y (rem). (43) 


I ZU ERAS wR, BTEDGHDDSSTEDBERROESR 17), £k * F 
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1E BUE p —3áÓEJET EH. 

从 几何 观点 来 看 ， 每 个 二 次 范 数 fO) XAX' FBX eM 
—^EZi€Bs. CE BENE TCS 的 所 有 估量 上 5 组成. 
在 二 维 空 间 中 ， 根 据 这 类 二 次 方程 画 得 的 冬 形 堆 是 普通 的 一 次 临 
£3: fr — AES RI, EAE C BS; 在 一 般 情 形 中 , 它 称 为 超 二 次 曲 
&M3 kk). —- dE SR Y—XPcETERLT Xx dh 
面 的 方程 也 就 相当 于 把 同一 个 变换 作用 到 图 形 的 全 部 点 上 ， 并 二 
我 们 称 新 的 图 形 在 给 定 的 仿 射 变换 之 下 等 价 于 老 的 图 形 . 

显然 ， 上 述 葛 在 等 价 之 下 二 次 国 数 分 娄 的 结论 将 给 出 对 应 图 
形 的 一 个 类 似 的 分 类 ， 和 然而 , 我 们 首先 看 出 , 方程 (5) 二 0 与 间 一 
HER ^ EE" M a f(5) 0 弹出 同样 的 轨迹 这 可 以 用 来 简化 标 
准 型 , 例如 上 面 求 得 的 并 一 强 --5==0， 当 ce 寺 0 时， 这 个 方程 给 出 
Bath Ce Og? —(e7)g2 4-1—0 Z8 IBI SLE — Es: 28 670 时 ， 
3 xt D; 5] 3835 y = £z, Ya— € Zo ALLEE 15 29 ieiti 
=0, MAF 00, 变换 y, =v — c2. EE TRE DEL i E 3 2 1 
—0, —RHxHh. HX Ji EAMA (ID SX rp HALBE TS 23 1 3 
0, 所 以 在 实数 域 上 的 n 8 RES HL ns 任意 超 二 次 曲面 在 仿 射 群 
之 下 等 价 于 下 年 方程 中 的 一 个 所 给 出 的 斩 迹 : 


yi tS Eie dm 01-0, (44) 
gie; — Ypi cb gra 0, (45) 
gigi Wien ro, (46) 


这 里 aparan, JES WE rex, 

TECA4) ro, p qal Bg LO Sez DEI IIS S6 Ur BO Se, rf dE C45) 
K, E grak gyr E pu r—npJLÉR qbUBBREIBS £k 
型 与 原来 的 等 价 ， 

例如 ,平面 王 福 足 0 的 各 种 可 能 类 型 的 轨迹 是 : 
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r=? 
z^-Fgy'41-0 没有 轨迹 
a^—y'—-1—0 双 曲 线 
—a1—34-1-—0 贺 
-E (a? 4-4?) — 0 一 点 
2 一 82=0 ”两 条 相交 的 直线 
r=i 
+ety=0 Aik 
g*--1-0 UH ELS 
一 多 十 1=0 两 条 平行 的 直线 
 #=0 一 条 直线 
特别 要 注意 ， 丰 园 的 标准 范 数 c3? 1922-1 给 出 相同 的 加 
迹 ( 即 ， 这 个 图 形 一 个 点 也 宙 有 )、， e A p E A e ary 
Sey, Hy 和 ay 也 是 这 样 ， 
本 是 
TI， 在 欧 几 里 得 群 之 下 , 特 下 列 二 沈 型 分 类 : 
(a) dz 十 d82 十 8 十 台 ， 
(b) gaz — Azg-L-69? 4-321 ow Std SN 二 1I28-H16， 
2， 布 仿 射 群 之 下 , 将 下 列 一 次 型 分 类 : 
(3) x*--43*--92*-- deyt Sret 12yz  - 82 - 16g -F242 二 4S. 
(b) xi—6zgy-4-10g*--2xz — 2027? — 10gz— A0z — 17, 
(C) a!-d-4z*-- Ara - 4x 4-42 — Gyt 5. 
(d) —222—34!—722—2zy —8ya — 6xz — 4x êy 142 —6, 
3. WEH: 在 二 次 函数 XAXA BX" +o (Hih AR AERE SEAERED 中 的 线 
性 部 分 可 以 通过 平移 消去 ， 
4. (a) 和 证明; EELE GA AX =l AÉ— defe dh ui BUD 当 
本 具有 二 重 转 征 值 . 
(bo 描述 二 次 方 各 xy yet zr, 
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5. EEM 23 中 给 出 的 二 次 函数 的 仿 射 分 类 推广 到 系数 在 作 意 满足 1 
4d iso fadam E T. 

6. (a) JJ HEB LIBI HU T PRT RER D] EUH. 

(bs pg 3RETUEEA UR X 8 7L fenfit xe, 

7. 4EV' SLABELRECS 9.4 ZR JO C F. ikam MP. COO iui. COO RU Hn 
Xbipsr3i. HAERE TER E AEGRO NR. 

*8, Tr e zh 2E VL P. P n EB JL PH PI farh paT PACA HL TRE SEE TT 2 28S 
CRI FH XE FE 22). 

9. REPER zt- 39723 中 面积 最 大 的 内 接 六 边 形 ， 


Mm 


| * 89.12. BBRe-Sie OK HABE 
RDPADÉOMPMBBR. Sc OU IE ZE de Fe TH ACA MR ZTORCMETE 
的 商 变 换 来 代 赫 ， 一 个 复数 c=e 二 证 定义 为 实数 对 (e 如， 或 定 
义 为 二 维 儿 量 空间 R 中 具有 分 量 (o DO Ab, e HO csi EU 
值 !c1 正 好 是 实 矢 量 的 长 度 
|c|?— |a-- zb |? —a? - 5? tav ib)(a—ib) —cc*, (AT) 
这 里 ot AR ega 同样 道理 Rantan E 
(en i 6) (其 中 每 个 分 量 05a; c Eb P Ae RE v ORT EUR FE 2n 维 
实 空间 中 的 具有 2n 个 分 量 (el, 01, au DORRE. KARRE 
的 长 度 由 下 式 的 平方 要 给 
| Cei 7. Ca) |2= CI] ED) E Ca -1 B52) 
= * (a; ibj) (aj — ibi) (48) 
i=] 


=p er e Onia 


因为 每 个 乘积 cef maj -b3 0, 所 以 这 个 表达 式 具 有 严格 的 于 
性 : 这 个 实数 和 之 ,cjc# 是 下 的 ， 除 非 所 有 的 ef 一 0 表达 式 (48) 
j=l 


很 象 通常 的 关于 实 矢 量 长 度 的 毕 达 放 扩 斯 公式 ， 我 们 用 (48) 式 作 
* $66 


为 复 行 矢量 下 = (eu e e EEEL, AR Deet TUGRE 
OE KK, 其 中 K* 是 由 基 量 下 的 每 个 分 量 取 共 斩 而 得 到 的 基 
&. 
TM Aapa CO Y, Edon X AAE Xe 
za) fa Y — (n, c yu) 80 È. H SLE FJ 4E 
(g)—muytceecauicXxrKt, (49) 


WA, fe kEAI S D 
b EGBLAUEMIS FRULJL SE A RATTLER Ae RN S 
本 性 质 U 

线 dE o: (e-d, E) =c (8, E) idi, E). 

hat itt (5,9) — Op &*. 

E dk ”如 时 = mJ CE, D d E JEH CE, 5 0, 
eH DEBE S ER RETE SE — MB] - BS f. A 0E: 

(£, eg d- d$) = (enr d£, £)* = e* (9, £)* -d* (5, £)* 

| —c* (£m) 4 d* (E.E). 

Br ER 
(E, en c d) -- e* (E, m) --d* (E, £). (50) 

如 果 需 要 的 话 , 我 们 可 以 把 线性、 斜 对 称 性 和 正 性 这 些 性 质 作为 揽 
数 域 上 抽象 矢量 空间 中 内 积 ( 千 力 的 公设 ， 那 么 这 个 室 间 被 称 为 
西 空间 (比较 $7.10 的 欧 几 里 得 矢量 空间 )， 

AORE EHn iR E CE, —0, 0] £u 1E iE A89 Gut 
£l). RIAPRE, £10 "THER 2.1 5, niE fA REESE — £8 
tw 个) 天 量 Ou, nn, ou PI REA EERU S BEDS 1, EL TEE PUT E 
A IER S: 

la| == |a] =l, («,a)-0 (i3) (51) 
WERA md ExXTABB,GESXX aiti ae e e 
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通 意 叉 下 的 基底 、 原 来 的 基 矢 量 617 (1,0, 5,0), c, 6,7 (0 e, 
0, 七 构 成 一 组 标准 酉 大. 根据 $7. 11897925, BRADET ARE A 
外 的 标准 西 基 , JF iE BS 

定理 24 AZAP, E mcm ^4 EGER ARZE R 
的 关 量 槐 成 迹 个 空间 标准 丁 基 的 一 部 分 ， 


特别 是 , 如 果 An s Om 是 非 零 正 交 矢 量 ， ci 一 和 22 入 ,那么 对 


任意 E, Omt $— €10,69 都 同 矢量 Qu, ,an IEEE, 
—^- nXn Eig U- (ma) RME UU*' -I0UR p U* eo 
d U HATERA dcm EN ABEE), MAU AE ERE, XX 4E 


HERIR Ei P uuu; =ð; iX ELO, EF AREL S 9.4)， 
k 


RAER U 的 每 一 行 矢量 的 长 麻 为 1, 媚 的 任意 两 个 行 父 景 正 交 ， 
这 意味 着 ,由 可 定义 的 C* 的 线性 变换 把 =, …， es 变换 到 一 组 标 
METT, 根据 § 8.6 定 理 9 ES, EEEN T AR IEU U=, 
RAMU HE- Fo ERO EHE OG 1, U 的 任意 两 个 列 矢量 正 交 . 
C^ 的 任意 线性 变换 Xm 一 >X4 把 内 积 XY*" 变换 成 X44*"Y*. 
对 所 有 的 矢量 和 了 ， 这 个 新 的 内 积 等 于 原来 的 内 积 X7*"= 
XIY*' SARH Aa =, MHRA 是 西 矩阵 ， 于 是 , — 
隆 4 是 本 矩阵 当 且 仅 当 4 所 对 应 的 线性 变换 Ta 保持 复 内 积 XY* 
FE. 类似 的 论证 指出 ， A JETER DEOS B. (cos TL AR EHE HE 


(XX**)? qol, JLE, MERA RNR PEREAT BUE I HET S 
|£T| E (因而 也 保持 内 积 不 变 ), EZ ER T JURA, x 维 空间 
的 所 有 有 西 变换 组 成 的 集合 构成 一 个 群 , 这 个 群 与 所 有 no n 本 矩阵 
组 成 的 群 同 构 

下 面 ， 我 们 用 “ 埃 尔 米 特 型 "来 代 检 二 次 型 ， 它 的 最 简单 的 例 
TEKEAR IST. —HRHhR, XR GTORGEOS 是 一 个 含有 复 系 数 
中 3658 


» ahat =XHX*, H —(h), (52) 
il 
Ken I BUBIEH BOR FERE 吾 ** 一 吾 ， 这 种 类 型 的 矩阵 吾 称 为 埃 泵 
RIER, MER hu 都 是 实数 时 ， 埃 尔 米 特 矩 阵 就 是 对 称 入 阵 
埃 尔 米 特 型 (52) 可 以 看 作对 于 某 基 底 的 坐标 为 m. ns zs 的 矢量 
HRANIE 一 开 了 X*"， 这 个 函数 的 值 XHX*" 总 是 实数 .为 证 
明 这 一 结论 , 只 须 证 明 这 个 数值 等 于 它 药 共 斩 (或 考证 明 等 于 它 的 
KERR). ， 而 因为 吾 是 埃 尔 米 特 矩阵 , 所 以 有 
(XHX**»)** — (X* H*X* *")'—X"H'*X'"—XHX*: 
WERA, 
FidERY —XU, X—YU-'-YU*' 应 用 到 埃 尔 米 特 型 , 得 到 
XHX'—(YU DH(YU*')* FU MH(UY*) 
—rQ-HAPmy-. 
这 个 系数 矩阵 U- HU BERRAR ER AAAF U=, 
有 
(OHU) * -U**H* (U-1)*: =U- HU. 
如 果 我 们 用 坐标 变换 ， 变 换 到 一 全 新 的 标准 西 坐标 系 ， 那 么 可 以 
得 到 同样 的 效果 ， 因 为 这 样 的 变换 通过 方程 了 一 RT7 GER U RES 
卸 阵 ) 给 出 去 的 新 坐标 工 与 老 坐标 的 关系 ， 
用 这 种 变换 的 说 法 ， 我 们 可 以 把 任意 埃 尔 米 特 型 变换 到 主 辆 
上 ， 这 个 新 主轴 是 根据 逐次 最 大 的 性 质 而 选取 的 ， 这 栓 好 同 -次 
型 在 正 交 变 换 下 化 到 主轴 的 讨论 一 样 . 第 一 轴 o 取 作 长 度 为 1 的 
RE JEU RD ELE] 1 上 取 最 大 值 ; 然后 我 们 根据 定理 24 可 以 
求 出 包含 wm 在 内 的 标准 西 基 ， 对 于 这 组 基底 ， 交 叉 乘 积 项 maf 
(5 寺 1) 又 被 去 掉 ， 因 为 埃 尔 米 竺 型 的 值 总 是 实 的 ， 所 以 逐次 最 大 
| A 都 是 实数 ， 这 一 过 程 证 明了 下 面 的 主轴 定理 ， 
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定理 25 Agim Ate AHA" Avi d A E YXU 
化 成 实 对 角 型 
Y HY*' — Ay yd A (53) 
这 个 定理 可 以 平移 到 埃 尔 米 特 型 的 第 阵 豆 上 , Bn 
定理 26  spOTOGRAOEGmGER GEGEEH, 4A —7-HpNU, $ 
AU-UHU-U'UHU X ib REN. 
HETET 25x 8t BEBE (o3) ARR A A; AEPEE— Bj. 


J — 8B 
|l. PAJIME H Ep2 ie TB: ptite cvy 
1+; 1—i 3 l~i 1 i 
2 2 
1—i ici] u 
2 2 lcd 4/2 i 1 
YL i Iia d VLC NN 
nok( i. CHEAD REAREA MIL RIEN, 


3. JEH; ChS)AEYAGTCRUNOÓBERO E [EG XENUR RS dj AT; = hy. 


4. MUI npon HOEIOA (ERG Wan 1 (9) jm oso E 
ri EM, l 
s. WER: 对 任意 实数 外 RE 
( CBE  £ah 
— ish? chë 
是 酉 矩阵， 计算 它 的 特征 值 和 特征 人 笑 量 . 
8. WER: 所 有 nxt 本 年 阵 构 成 … 个 车 ( 钙 群 },， 这 个 群 与 证 有 28x Ze 
Sz ios Xp eH MER SER —- P ERES. 
?. WEBB. RI RRA (CE nO Mud PETU. Spp ERFEUIE ME, 
8. iF?HUrHH 2e TIRANE A ACO,238 24, 
B. ER: — ORG Ap PE VS BP S ILA G TER BID E 2E SÉ IO SER RE (3E 
zz. 
10. TAERE RAN. GE x—0. y—1 AbWEOAKIÉ, WEB 
AELTS9.10 p AiR, {提示 ;把 每 个 变 所 分 成 实 部 和 虚 部 .) 
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*11， 给 出 埃 尔 米 特 型 主轴 定理 的 详细 证 明 . 

12. XXX T «n y HETE, Init sy tey 化 成 对 角 型 . 
Gs: EMERY, ) 

13. {EHEZ F, 地 z2" — 2ww*--Fzei(zw*—wuzizt*)dbmxl A, 

14， 证 明 : 4EXESCADXI EE AER A RA — 20 dr 28 FED E E AE RC, 这 
CREE BOW BHO E ODE aa. (提示: 证明 LA NGA MS 

18. iU]: 任意 本 矩阵 的 谱 位 于 复 半 面 的 单位 加 上 ， 

16. UEM]: Arp C JRIEGERHEACEHHBMUS B IM C- PP*t, 其中 
PRAES RB. 

i7. WEI: RiR tE E EGE RI E [UP S Bi REGE CBE E E KS, 


*89.13 4 5j JL 48 
Di bEJLfS EIRT SES FEET EER. FAJLI 
得 几何 是 研究 在 欧 几 里 得 群 之 下 图 撒 不 变 的 性 质 一 样 ， 作 用 在 有 
限 检 矢量 室 间 下 上 的 仿 射 群 , 象 (11) 式 那样 ,是 由 下 的 所 有 把 亚 的 
HORE) E 变 到 点 
Wim aun (54) 
的 变换 如 组 成 的 , AE c 4 — EE Iso, T XEV f — I zc dE pet 
性 变换 . EET, i RAF EMSRUSHL Jeh b F MEA 
1-cr1s0(Clin.Egp 3E Za). 
TESAL, 正如 在 欧 几 里 得 几何 中 一 样 ,任意 两 个 点 a 和 和 
是 等 价 的 ,这 因为 平移 £9 £-- CB —a)4B a 变 到 B. 这 就 把 仿 
MULUS Y CRURA PUIE E ORRDUR 在 仿 射 几何 
] s à O dad V cB e Act O MERE. PpSIEZED MERE I 
HEAR EB PE UI, 我 们 道 带 把 锋 量 空间 称 作 人 已 射 空间 ， 
在 平面 解析 几何 中 ， 联 结 两 点 (zi yD Co, yn). 的 直线 的 方 


gogio PA $ (a Ti), TFT 
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引入 参数 E 则 我 们 得 到 gg: tp), xx 


C2); 换 和 们 话说 , 这 直线 具有 参数 方程 

wl it -H tr y= (1— iy Fe (55) 
ERRER REDE G, y) £— (1—8) t£. JLE, (oo) R9 
KAG, 30 ZEB Gri, y GS, 92) PS EZ IR D EE 29 EG P432 1: (0— 


t) gg t=- 这 个 点 就 是 中 点 ， 


在 任意 仿 射 空间 中 , 把 && 和 户 之 间 的 “线段 ”分 成 比例 为 

(1— £) 5 gm Ng 
y—O-—t)a- 1f. (56) 

当 +p, Kia R PIDE ef 定 交 为 满足 (56) 式 (1EF) 
的 所 有 有 点 ?组 成 的 集合 . 

定理 27 任意 非 奇 和 异 信 射 变 接 把 直线 变 到 直线 ， 

证 明 把 656) 代 和 人 (54 中 ,我 们 有 

yH-—yTtg—ü—t)jaT- tBT v 
= (1— 0) (aT +r) J- 8 OBT-E &) 
—(1—t) (aH) --10(82D. 

因此 五 把 通过 x 和 有 的 访 射 直线 < 有 e 3 3 XE OE BE 165 05 M 
直线 . 证 毕 

n y-0—tDartginó—(1—us-wuBhkaB ECXPjA 
不 同 的 点 ， 那 么 因为 

(I—v) y -- vå = (1—1-- ot —vu)a-- (E —vt--vu) B 

所 以 %1 包间 7y6 的 每 个 点 。 反 过 来 也 可 以 类 候 地 证 明 ?6 包含 «B 
的 每 个 点 , 因此 af =?6， 也 就 是 说 ,直线 可 用 它 上 面 的 任意 两 点 
确定 ， 

一 个 普通 平面 有 时 可 用 平 直 性 质 来 表征 : 平面 和 如果 包含 任意 
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两 点 ， 则 它 必 包含 通过 这 西点 的 整个 直线 。 我们 可 以 用 这 种 性 质 
把 下 的 仿 射 子 空 间 定 义 为 了 中 共有 下 面 性 质 的 任意 子 集合 型; 如 
Ht adn B TEM, 则 整个 直线 w8 也 在 如 中 ,显然 , 和 仿 射 变换 拒 仿 射 
子 空间 喘 上 到 仿 射 子 空间 ， 次 进一步 ,T 了 的 仿 射 子 空间 恰恰 是 按 
下 述 意 义 平 移 玉 的 舌 量 子 空间 而 得 到 的 一 个 子 空间 . 

定理 28 如 果 形 是 了 的 人 尾音 仿 射 子 空 间 ， 那 么 存在 了 的 一 个 
线性 子 空间 点 和 矢量 k, 使 得 膨 是 由 所 有 点 世 十 KK 组 成 , R F 5€. 
反 过 来 ， 人 性 意向 和 天 可 以 按 这 种 方法 确定 一 个 仿 射 子 室 间 型 一 
向 二 Ra 

WEB] 设 « 是 避 中 生意 一 点 , JFE SENARE a x 组 成 
的 集合 (其 中 «€ M); 损人 名 话说, S Ejk e 平移 形 而 得 到 的 ， 显 
Z8, M FUR BESEGK BU S A e RIKER. w TRI HE HS E 
个 矢量 子 空 间 。 因为 直线 平移 到 直线 ， 所 以 对 于 形 的 假设 保证 S 
BAERE: 联结 8 的 任意 两 个 矢量 的 直线 仍 在 护 中 。 对 十 
中 任意 矢量 amd OC(E5) 和 & AARE SH, BIS arg 
"Xue" M ca 如 果 六 包含 & 和 有 有， 那么 它 必 和 包含 26 和 20 以 及 
KA EISE EAE $:-2a-rF£(28—2a).  Oigji— 7 HU) 特别 当 


1 一 二 时 ， SS 包含 一 24+(B 一 Q) 一 B+a， 也 就 是 包含 给 定 矢量 的 


和 。 于 是 , 我 们 就 证 明了 心 在 加 兴 和 数 弱 运算 之 下 是 封闭 的 , 因此 
(EC PB 18 i 3 HEHE 

F=2Z: 的 情形 是 个 例外 : 三 全 和 括 量 组 (0 0), (1, 的 和 (0, DX 
一 个 “平面 ”, 当 它 包含 任意 两 点 和 和 上 B， 就 必 包 含 所 有 (1 一 科 & 十 
;但 是 这 三 笑 量 组 并 不 是 一 个 仿 射 子 空间 . 

逆 定 理 也 不 蕉 征明. 它 换 种 说 法 就 是 ， 仿 射 子 空间 正好 是 在 
矢量 加 话 群 之 下 舌 旺 子 空 间 的 陪 集 ， 竺 别 是 ， 仿 射 直 线 是 一 维 矢 
量子 空间 的 陪 集 (在 平移 之 下 )。 
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土 述 结 果 包 含 着 仿 射 几何 中 另 一 个 概念 ， 平行 性 ， 

EM, Hza 的 两 个 子 集 会 入 和 六 * 称 为 是 平行 的 当 且 
充当 大 在 下 的 一 个 平移 了 EF 一 > 十) 把 喇 蝶 上 到 仿 

定理 29 下 的 任意 仿 射 变换 把 平行 集合 映射 到 平行 集合 . 

证 明 设 久 和 总 = 全 二 4 是 给 定 的 平行 集合 , 设 和 UY 分 别 
是 它们 并 HE ETa 之 下 的 变换 式 ， 定 理 断 言 ,V* 是 用 所 有 
< 二 下 组 成 的 集合 ， 共 中 ECU, u EE -AETR REE 
X,U* jd pd Cor AAT- =T- O 十 4 组 成 的 集合， 长 中 
eCS. JER.U JE IB BILE £c oT r 组 成 的 集合 , 其 中 CS. 置 u— 
AT, 显然 定理 的 结论 成 立 ， HFHS 

TEPI CARR Ez FEET TIS JULII F3 R 
SAREMA. JEB;ATÉEZOP. EENT- ARESTI Do T 
和 证明 这 一 点 ， 只 须 证 咀 任 意 三 角 
JE apy Sir TE O= (0,0), f= 
(2, 0), o= C1, v3) 为 顶点 的 特 
藻 的 等 边 三 角形 ( 见 图 2), 通过 平 
移 , 顶点 5 可 以 移动 到 原点 O, 其 
他 两 顶点 称 到 位 置 p fu y'. 因为 
矢量 B 3 y' 是 线性 无 英 的 , 则 存 
在 一 个 线性 变换 z8 yp "9 zB, 
cgvo WHE P EA B, 把 e 
到 y» 这 个 变换 与 平移 的 乘积 将 
18 «By 变 到 Oiyo EZR K. 
因此 这 两 个 三 角形 是 等 价 的 . | 图 2 

于 十 每 个 三 角形 等 从 于 一 个 等 边 三 角形 ， 而 等 边 三 角形 的 三 
条 中 线 根据 对 称 性 它们 一 定 交 于 一 点 ( 妈 重 心 ). 但 是 ， 仿 射 变换 
拒 中 点 变色 中 点 ， 因 起 它 把 中 线 变 到 中 线 。 这 就 证 明了 一 个 初等 
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定理 : 任意 三 角形 三 中 线 交 于 一 点 。 再 有 ， 我 们 可 以 很 容易 地 证 
D, 等 边 三 角形 中 线 的 交点 按 比 例 1:2 把 中 线 分 成 两 部 分 , 因此 对 
任意 三 角形 同样 的 结论 成 立 . 

此 外 ， 任 意 椭 司 与 一 个 贺 仿 射 等 价 ， 但 是 一 个 圆 的 通过 圆心 
的 任 壮 直径 在 两 全 端点 上 有 互相 平行 的 切线 ， 而 且 平 行 于 这 两 条 
切线 的 共 倪 直径 把 平行 于 给 定 直 径 的 所 有 续 平 
分 ， 可 以 推出 ， 对 任 章 椭圆 ， 这 两 个 性 质 同样 
成 立 , 这 是 因为 仿 射 变换 把 平行 线 变 为 平行 线 
把 切线 变 为 切线 (但 应 注意 , M I rj 89 JS LEA 
不 一 定 互相 息 直 , 图 3). ms 


附录 形 心 与 重心 坐标 ” 按 给 定 的 比例 分 荐 一 线段 的 分 点 
(50) 是 形 心 概念 的 特 弥 悄 形 ， 在 下 中 给 出 mr 十 1 个 点 ao, 多 im， 
在 天 中 给 出 m -1 ^n 6X Vp. 75. Tu. 使 得 gcc r-—l, FRU 
Tis "t. Em D) zx Qa. tta bg 的 形 GEM EL 

点 一 zot eI Ea Xo-b cb m4—1. (57) 
(— Ae, AHER w witwat, RA Wo e ws 的 点 
a, … am 的 形 心 仍 用 (57) 来 定义 ， 这 时 n=. ) 


MRA JE 28g (54) Bo EE Di SES É, 那么 
EH .Tron En TF 
一 和 DG- 二 Ge 
=E AoH ) -H *- x, H). 
换 句 话说 , 仿 射 变换 把 形 心 变换 到 形 心 , RARE, 
定理 各 4x MT 8p] M 8, et s dh PLE, 
我 们 通过 半 (70 式 的 点 数 mo-1 ABA AEDERH IX ERR. 
当 m=0， 可 下 接 得 出 结论 ， 当 m=1, do £I o. 的 形 心 恰 好 是 通过 
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ao 和 à 的 直线 上 的 一 个 扎 , PELUCHE TEM B. 假定 
m>1, 并 把 去 看 作 形 为 457) 的 点 .那么 有 某 个 系数 ， 比 如 说 是 rn 


REF I JE i= rth tann Wb za-1—15,£2250,)H Bas 


epa, JE Gp, * m-t 的 形 心 ， E UB EAE ei TEM. 3t 


一 步 , = 十 {1 一 tan 是 在 联结 BCM Tra, €M 的 直线 上 , 因此 
5 在 并 中 ,如 断言 记述. 

形 心 可 用 来 描述 由 给 定 的 点 集 do t Ooa 张 成 的 子 空 间 型， 
Ain F Bx, 

定理 31 F Pmt tl E dn n, Oa B ER 3S 2(57) £8 x 09 3E 
合 是 一 个 仿 射 耶 室 间 M. ixc4ORUEquM 包含 每 个 起 i, EC, 
4 A AE dE A3 P dr UN PLN EA PR S. Gu, nn Oe 

证 明 设 (57) 表 示 的 和 

N= foto ttt mm Yot ucl (57) 
是 任意 两 个 形 心 , M 
(1—1)é-F in 
= i—i rot £g jio eH [C1 — tr gs ja, 

也 是 do sns, An ED, OX EDITO EHE CL tn hiy 的 和 是 
1， 因 此 展 的 确 是 一 个 坊 射 子 空间 、 显 然 它 包含 每 个 %. x—3 
iui, 根据 定 理 30， 包 含 所 有 &; 的 任意 仿 射 子 空间 入 一定 包 含 
SAM M. 证 毕 

An Hm A hb aa, :am 一 Go 是 线性 无 闫 鬼 ， 那 么 称 m+ 
1 个 点 wo %m 是 入射 无 闫 的 ， 对 于 一 个 仿 射 变换 吾 ， 我 们 有 
(a: — 4T —a,H ——H, AEA SED S SEDI Eu 
到 仿 训 无 英 的 点 ， 在 这 个 坊 射 无 关 的 定之 中 , Boa 起 游 特 殊 的 
作用 . 下 面 的 结 轨 表明 , Ui E TOO BEAD EGET ER ERI ERG 
«376 


THI o mold PDAS XE d£ xd ap r, 005, 78 x 97 
BHF E Mod! R5 5, 作为 Oo, rn Au 的 形 心 (537)， 有 唯一 
的 表达 云 . 

证 明 BIRA Gc, m. 仿 射 无 关 ， 而 型 中 基 一 点 é, 作为 形 
UARRA i= Daa, =B, H e 224;—1—22m. 
IMA 

Lo — T= (2, — 21) 十 和 十 (am 一 mh 
if; FLA ARE 0-0 HARRA 
0-7» Ca —a)a = zi Ya; — (4 — Lo o 


izü 


= EG) 9,28) 


R A E al- 一 co 7, 0,— «9 是 线性 无 关 的 ， 我 们 推出 结论 : 对 于 
=h e, mA aSr, RA ay—d— Gnced m4) BREL DR 
tasr TE, £ ENDRREN EME — K, 

AR. RELA do x 坊 射 相关 .那么 存在 一 个 线性 关系 
二 Ci 一 80) 二 0， 共 中 系数 e 不 全 为 等 ， 比 如 说 oe.—0. 通过 做 
除法 , 我 们 可 以 假定 0o51. 则 有 


Xy = — 0304 — ^ — 6,04 t (05 - en oy, 
Ea 的 表达 式 中 ， 这 些 系数 之 和 是 1， 但 是 ai 还 有 另 一 种 表示 
a= l-a, 图 此 ai 作为 形 心 的 表示 不 是 唯一 的 . 证 毕 


当 点 wo …， Wm 是 仿 射 无 闫 时 , 由 wo t, gm 张 成 的 空间 中 的 每 
一 点 可 表 成 (57), 在 表 还 式 t57) 中 出 现 的 标量 xo,…, zm PR È + 
对 于 ao e nm 的 重心 坐标 。 注 意 , XGE nh EXE m 71 E ELSE 
剩 下 的 一 个 坐标 , 这 是 由 于 2 十 十 jm 二 1. 
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习 题 

1， 邓 下 殉 每 对 点 ， 冰 丁点 蜂 线 的 参数 方程 ， 并 把 这 直线 玫 示 成 形 R S. 

十 45 也 就 是 求 空间 S. 
(a) (2, 2 fi (5, 07, 
(b) (1,2, 22 801(—1, 7, 5), 
(c) (1,2, 3, 4280 (4, 3, 2, 1). 

2， 把 通过 (1 3)fü (4, 2) Sp SS CERE HR RUD SHA, Mop ACE RUN 
Ts hPfkS wl e. 

3. LEB: AIEA HR LASTARE a, f, y eH 一 
PTR ER (一 个 平面 !/}， 证 明 ;， SXARGETH Elo ORE T Kn RER 
£—ads(g—a)--t(y—-ae), XH 5 A t EE. 

4. ux Ef SÉ] (如果 存在 的 话 ) 的 参数 方程 {按照 习题 3 
的 形式 ):; 

(à) (1,3, 2), C4, I, — 1), (2,0,0), 
(b) (1,1, 00, (1, 0, 15, 0, 1, D), 
(c) (2, —1, 3), (C1, 1, DD, (3, 0, 45, 
5， 在 习题 4 ff ig^ zn CIO EUR USUS SE (ESTE E BE AERE, 
"6. JEU]: 定理 28 存 除去 Za 的 每 个 域 上 都 成 立 ， 

7. 内 用 有 基 的 定义 证 明 ， 尾 意 仿 射 变 摸 把 中 点 蛮 到 中 点 . 

8. 证明 ;人知 个 平行 四 这 形 与 正方 形 仿 射 等 价 . 

9 用 仿 射 方 法 证 明 : 平行 四 边 形 的 疯 条 对 角 线 总 是 彼此 平分 . 

10. (3) R R' 的 仿 射 变换 ， 它 把 以 (0,0, (0,2), (1,00 为 项 点 的 三 角 
形变 换 到 以 (1,0) (一 1,0), (0, 3) 为 顶点 的 等 边 二 角形. 
(b) 如 果 第 一 个 三 角形 是 以 人 11，( 2)，(3, 3) AmE. WAIE 
fo; S E d RT Ar 
11. 用 仿 射 方法 证 明 ; 在 梯形 中 , 两 条 对 角 级 和 两 平行 边 中 点 联 线 通 过 


12. 证 明 ; 任意 平行 六 面 伟 与 正 立方 体 仿 射 等 价 ， 
13. WEM: 和 企 意 半 行 六 面 休 的 四 条 对 角 线 有 公共 前 中 点 [( 它 苹 重 心 ). 
14. (a) WEM: 在 任意 域 王 上 ， 任 滞 两 个 三 角形 在 仿 射 坪 之 下 是 等 价 


*rby DEBT. An FOR p BR1-0.1-412-130, 那么 任课 三 角形 的 
eio £n. 
15. WMU: KERAK Bi T EAR yita 
十 #8B AUHEN T (1— DaT |- 1087), 
15. EHI: áp D EEA AE h m-cl-^[ESI JS 3 Hg ERE Ga cc. € 
WR 88 Z2, M []— m SE e dg TRE ET. 
17. 根据 定义 ,Fr c EDD SE s — 1 8E D 8T 3-7: [I. 
(a) 证 明 : 其 坐标 请 电 线性 方程 as eh aasa = e JEDE 圭 
£H c9 Ss E tE rE 这 里 慨 定 ases DNE. 
(D) KEER: dg TOEDEGB ND dA rix HABITS. 
(c) sESH EDO A 28 01,0, 1,00, (00, 1,0, D, (0,1,1,0), (01,0, 0, 1) 的 
EEUN f. 
18. JE en yan E n HEBR BU n1 (UO A XX .HiSw. 
n BS ÆVAR nl. UER: 存在 -人 趟 且 只 存 三 :个 下 的 仿 射 变换 
JEt c. WR B 
19. EWH: Ani p Sp Ea A h mtl AA E RR Oa ta ask 
XE. 3ETL BE 0-1 TAER PR Bs s Dr R B, mr. 


"$89.14. 射影 几何 


ERDI FEF, 任 辣 两 个 点 在 瞧 -- 的 一 条 直线 上 , FRNA 
不 平行 的 直线 交 于 唯一 的 一 点 。 我 们 现在 来 构造 详 射 影 平 面 ， 在 
这 个 平 而 上， 

Ci) 任意 两 个 不 同 的 点 在 唯一 的 一 条 直线 上 . 

Ci) 任意 两 条 不 同 的 直线 交 于 唯一 的 一 点。 相关 联 的 性 质 
CORR GU se ZA ET RE LP CEST RS, 即 互 换 “点 "和 "直线 ”. -m. 
并 在 术语 上 稍 加 变化 ， 就 可 把 性 质 ( 了 ) 变 为 性 质 (ii)， 也 可 把 性 质 
Gi) 3E ZZ rk ERGO. 

构造 实 射 影 于 区 Pac P ROR — PRA Ean BOY. 下 实数 域 
R 上 一 个 三 维 笑 量 空间 Vs JEJE Va 的 EI BC PE CIZEIDS SE 
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qd mI SdkRMPPifu—-BAC. $E Vs 的 二 维 子 空间 工 称 汐 PIE 
“直线 "。 进 一步， 我 们 说 虚 好 在 直线 元 上 当 且 仅 当 子 室 间 六 包含 
在 子 空间 工 中 ， 

我 们 来 证 明 PSCRO RS * EC FH ELS i ib G mG) dE 8, 和 
B5 23 91] EHRE e 和 wo 张 成 的 一 维 了 空间 , 那么 1-99, 24 HX. 
当 a as 是 线性 无 关 . 于 是 GS. 408. BPrXEBSE — E 2E L 4E qi a, 
和 as 张 成 的 二 维 矢 量子 空间 , XX CHER TEG). 其 次 , 如 果 直 线 
CRT SERIA A 工 ,是 不 同 的 ， 那么 子 空间 五 十 Lo( 是 五 与 工 s 
的 线性 和 ) 必 县 有 较 商 的 维 煞 ， 于 是 它 是 整个 三 维 空间 下 ss. 因此 根 
Jg 87.8 定理 17, 有 

dim (i Qo = dimh; + dimL,— dim(Z; 4-24) 
=2+ 3—3], 

所 以 一 维 子 空间 荆 介 上 ;是 同时 位 于 Da 8 L BRE — 8 — A, 这 就 
证 明了 性质 (ii). 

为 了 在 身影 平面 PP 一 Pa( 民 ) 中 得 到 适当 的 射影 些 标 , 取 V. 是 
由 所 有 3- 实 数组 (wi1, wa x3) 组 成 的 空间 R. 那么 每 个 非 零 的 3- 数 
组 (zl Xo We) 确定 Pz 的 一 点 8; 24 0c 六 0 时 , 3- 数 组 (x, ao oz) 和 
(ez cga cx3) 确 定 同一 个 点 S. 我 们 把 这 些 3- 数 组 等 问 起 来 

CE Way Va) = CEL1, cx. Hs}, c0 
并 称 这 些 3- 数组 为 点 六 的 齐 次 坐标 ,因为 Fs 的 任意 二 维 子 空间 
过 可 以 描述 为 一 个 齐 次 线性 方程 的 解 舌 量 组 成 的 集合 , 所 以 PP 的 
AiR DEE RE e N 
HEE Mta Hara = 0, — (84,05, 04255(0,0, 0) (58) 


的 所 的 轨迹 我 们 可 称 (ar to, m) AAR LRA o i. AR, 当 
c 3-0 时 , 坐标 (al az, os) 和 (cal eas, ca ez [Ri — 28 EE 2S. 
KAE FAEH fep eda JLfR Sez. ROS BOT REER (2, 25, 
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23), XE 3E. E. Cni xi ND 以 标准 化 ， 于 是 新 坐标 { 妨 ,2 Y3) 
BRE yi tai tga 并 在 单位 球面 上 , 在 这 个 球面 上 的 两 个 对 径 点 
Cn, Yo Va) C— 41, — 32. 一 所) 确定 已 的 同一 上 后。 换 名 话说 , Po 的 
PERLEA EE BS WES ZO ERI EE nm eS. DIU 
Vs BEE ERETZA LAARA ER, MAEA 
LAH., Poh RREA R — AKA EAA ERARA 
成 .于 是 这 又 表明 , MRI (Ir ZCIRD 28 3 — 7 8E CORR 
面 上 一 对 对 径 点 ). 

FUAHEA IS 75 iR EFE RE ER F Lim X.—- Tr 8p Em PCE). 
在 任何 情形 下 ， 显 然 有 每 个 -一 维 秋 量子 空间 (ezi, exa exa) GHH 
zs 大 0) SU RE n Lb Rhe P A 2, Ty Aeh 97) 
TR RR Cer, cv, era) 的 非 齐 次 坐标 。 但 是 ws=:0 的 轨迹 是 一 
条 射影 直线 ， 它 称 为 “在 无 穷 运 处 的 直线 ”可 以 验证 ， 射 影 平 型 
P, 的 每 条 直线 

Liam dx Bgt = 0 

或 者 是 “在 无 穷 远 处 的 直线 ”( 当 ai — a: 0), 或 者 是 仿 射 正面 的 一 
AL a (D) (22) "as —0, 加 上 “在 无 穷 远 处 的 直线 "上 的 一 


^ as, —a,0). 

EEEF ERE mOHEBIZOUIÓRDP. 本 质 的 一 步 是 从 高 
HERRER V= F p, MA PSP 可 以 描述 如 下 : 
P 的 点 是 了 的 一 维 子 空间 ,了 的 % 维 子 空间 是 由 位 于 天 的 茜 个 
WW 十 1 维和 量子 空间 工 的 雇 有 点 SUPRA HERDE A. EAR, 每 
个 这 样 的 子 空间 本 对 与 由 这 个 m 7-1 维 矢 量 空 间 荆 按司 样 方 法 确 
定 的 rr 维 射 影 空 间 Pa E. 如 果 玉 小 示 为 了 的 Rn 十 1- 元 素 组 构 
段 的 空间 (用 对 于 给 定 基 底 的 坐标 表示 ), 那么 已 的 每 个 点 号 可 以 
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用 n+ EAF REEERE, e, maa rh, JEELAS ER Cem, t, ema) 
(Hep 06250) "SS B Gn, e, ns ai EISA, 
P=P. (FP fub ET O1 维 子 空间 ) 仍 是 由 一 个 齐 次 方程 
Rm e G.:2,—0, Ca, a (CO, --, 0) (59) 
给 出 的 轨迹 . SECO, s a s TEUE PERECE T gr 1E da IR 
TA P fpc oe 3 8A s O Ap T A A A P gie p BERGE 
闪 系 ， 末 攻坚 守则 六 各 它 的 对 全 空间 TT* 之 间 的 关系 一 样 ， 根据 
S 7.7 定理 13( 关 于 齐 次 线性 方程 组 解 集 合 的 维 数 的 定理 )， 我 们 
得 到 , 了 个 象 (59) 那 样 的 线性 无 基 的 方程 组 可 以 确定 一 个 2 一 7 维 
射 形 了 空间. 

没 了 :~ 和 证 一 个 非 坷 蜡 线性 变换 ， 我 们 知道 (8 8.6 定 理 
10 的 推论 25. T 48 V B9 RE- — EY 28 S de d V. H3 — 7 — E T- 
eRIRIGS*. BEST Ee h P Bg &SLS*—ST* 
这 个 变换 T* 把 射影 子 空间 变换 到 射影 子 空间 ， 共 维 数 保持 不 变 . 
我 们 称 TEPEE EH. mE T A TEV A E A 
性 变换 , IARE TT EEP ERA ET T 它 是 这 两 
个 诱导 出 的 变换 的 乘积 富 弛 因此 所 有 射影 变换 组 成 的 集合 构 
T — E, BI n Zi 4g 3225, JI HOST (99 T* 是 2 二 1L 维 全 线性 群 
FRP E n 维 射 影 群 丰 的 一 全 同 态 . 

机 对 于 下 中 给 定 的 坐标 系 ， 线 性 变换 有 是 由 一 个 非 奇 蜡 人 十 
1)x (a+ DER Ca DREA. Dc Sed T 把 具有 章 次 坐标 Gn. 
7 Capi d BT EIE TRIER Je RI Es A t ins DPA REIR 

Yi =E H 1 82-1). (60) 
定理 33 (n+1)x (e DER AME D, 6548 733 e dT 
NEU ARAE I gE eE e0). 

证 明 在 公式 4660 中， 如 果 Acel, Wby;-exr; MWA REER 
(x, rt Fa a FT, 0r) Bux P ign 5m, BREL CT* 的 确 
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EEEH, LR, Bi T ARjn Cd Hh, 3p. TEE 8-414 
单位 矢量 se，sa+l 的 每 一 个 e; 变换 到 某 个 数 乘 积 cue, 国 此 4 
一 定 是 对 和 角 第 阵 ， 其 对 角 线 元 素 为 ct Ca EETBARE 
(1, 1, … 1) 变 换 到 它 的 一 个 数 鳞 积 ， 而 4 把 这 个 矢量 变换 到 (ch 
en Caph Cep en Car DAC 1, 5, D BRRR SBA H cne, 
Cni ABIRE. AE A Pu d BAR ERR. 

推论 域 下 上 的 % 维 射影 群 与 品 十 1 维 全 线性 群 对 于 由 恒 等 
变换 的 非 震 数 乘积 组 成 的 子 群 的 商 群 同 构 . | 

证 明 ft TI T* 是 全 线性 群 到 射影 群 中 的 同 访 ; 定理 
33 断言 ,这 个 蜀 坊 的 核 恰恰 是 由 恒 等 变换 的 数 滋 积 组 成 的 集合 . 
因此 根据 &$7.13 定理 28 得 此 结论 . 

还 可 区 推出 , 两 个 矩阵 4 和 A Sp IRL 7 ERG E BREL 28 
A, — cAC c 为 某 一 标量 ). 

对 于 一 维 射 影 直 线 , 射影 变换 具有 形式 


gi—ax,-bx, Y= tr, ttn ad-be. (61) 
按照 非 齐 次 坐标 z 一 友 ，2% 一 此 ,这 个 变换 可 写成 线性 分 式 变换 
_ G36 

to — ex d! (62) 


它 是 由 (61) 的 第 一 个 方程 除 以 第 二 个 方程 而 得 到 的 ， 公 式 (62) 可 
以 解释 如 下 ， 邵 果 c=0， 则 C562) 把 点 zz 二 50 变 到 点 如 ss co; 如果 
c 友 0, 则 (62) 把 点 4 二 00 变 到 点 wo T, UR * 一 一气 变 到 点 w- 
cc， 这 些 解释 的 正确 性 可 以 通过 代 回 齐 次 坐标 并 利用 (61) 式 来 验 
证 ， 在 % 维 的 情况 ， 也 可 能 有 用 线性 分 式 变换 表示 射影 变换 的 类 
似 的 表达 式 


RI D ttti Es Osa Hau 
Zib on zb. bu 


w, (b; ajap iol, e,n). (62°) 


. 383 


TUO ACE SI, PrO EE ADESURA, KiE, 
实 射影 空间 P(tR) 的 任意 把 直线 变 到 直线 的 一 一 变换 ， 当 n2 
时 , 是 射影 变换 (见习 题 6), 这 是 一 个 经 典 的 娃 

ZARE BER) SUCHE SUE SERC SE mij 3 P ELE 


zb, ;c; 0 (2, j= 1, 2, 3), (63) 
i: 


X A EE AARE (ons Co x.) WERDE, MARE ROSE RB 
(ex, C32, 03) 也 泪 足 这 个 方程 ， 这 个 轨迹 称 为 射影 二 次 曲线 这 
TRR A CH) 秩 是 系数 祭 阵 如 的 秩 、 如 果 排 除 “ 在 无 穷 远 
外 的 直线 ”, 这 个 射影 二 次 曲线 (63) 左 变 成 普通 二 次 曲线 ， 在 实 射 
影 平面 中 ,任意 非 退 化 二 次 曲线 { 即 椭圆, 双 曲 线 或 抛物 线 )， 积 据 
8 9.9, 它 与 下 唱 四 个 方程 中 的 一 个 所 确定 的 由 线 等 价 : 
zícai-4 i= 90, zI-—iil—Erj—0, (64) 
一 站 一 和 一 人 一 有 zirgi =O. (61) 
这 些 方程 中 ， 等 号 左 过 各 硕 符号 改变 并 不 改变 其 轨迹 ， 因 此 由 
(64 ) 给 出 的 二 次 曲线 本 质 上 就 是 (64) 给 出 的 二 次 曲线 , 《64) 第 -- 
条 二 次 曲线 是 空 的 .因此 我 们 得 出 ， 任 塌 两 个 非 退 化 二 次 曲线 站 
实 射 有 影 平面 中 是 射影 等 价 的 . 


习 题 

l. ERF LZH aE h, 证 明 : 

(a3) TEE BAIT 71 [ul B 3E — ZH. HUE — ARR E, 

(b) 任意 不 在 一 直线 的 三 个 点 在 一 个 且 只 在 . -个 平面 上 ， 

2. E] 3188 1 到 %* 维 射影 空间 . 

3. 在 起 上 的 射影 平面 中 到 出 所 有 的 点 和 和 二线 ， 以 及 能 条 查 统 上 的 
4d. | 

4. ESTE n AERAR ENA E H, 证明: ARTE inb 
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点 .| ] Au, HRALA «1-08. 
5， 四 个 不 同 数 zi a Za 2a e besi S EEIE M PaT (n g 


— gp) (zs — 21) 
中 有 个 是 oe 时 . AASE), WEN: eE (ERE CAR (62) 之 
Timm. 
6. HEW: AHE ERP Æ BR Ga zs spe Cst, st, at) EEG T HAA 
ix. 但 这 个 变换 不 是 射影 变换 . CAU GRADES ) 
7. MWR EEA hE m=., 352.84 C.H vi—22375 


在 仿 射 平面 中 表示 什么 ， 
8. (a) 证 明 : 每 个 非 退 化 实 二 次 曲面 与 一 个 球面 或 与 - -个 单 计 驱 曲 面 
Ap. 
(b) Aiei m E NDA Hb di ZAR ORCHARD TTD A i 
HA o o | 


(c) WEB]: RIES etH db pn 4 S255 fr. 

3 证明: 在 射影 直线 中 综 出 侍 意 两 个 不 同 点 的 3- 数 给 (2a. gr #3) 和 和 
(wy Wa, Wa), 则 在 在 一 个 射影 变换 上 62), 5 db oz; A BAHEA w, 

10， 设 (Di Pe Pa PO E O31 de gs 9 是 射影 平面 中 的 任 章 两 个 点 的 
4-NoB, WE: 三 在 一 个 射影 变换 (623), 它 把 鱼 个 p ARGI g, 
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第 十 章 ”行列 式 与 标准 型 


§ 10.1 FIREX 
在 任意 域 上 每 个 方 阵 4 者 大 一 个 行列 式 ; 昌 然 行列 式 能 够 用 
来 研究 矩阵 的 秩 和 求解 联 立 线性 方程 组 ， 但 是 它 在 扼 阵 论 中 最 恒 
要 的 应 用 是 定义 矩阵 的 特征 狼 项 式 ， 在 这 一 童 中 ， 我 们 来 定义 行 
列 式 , 赋 究 它 的 几何 性 质 , 并 指出 矩阵 4 的 特征 多 项 式 和 和 焦 阵 的 特 
征 很 (特征 值 ) 之 间 的 甘 系 ， 然 后 ， 用 这 些 概 念 来 研究 重 阵 在 相似 
变换 之 下 的 标准 型 . 
联 立 线性 方程 组 的 求解 公式 自然 导出 行列 式 ， 两 个 线性 方程 
yt buy = 
az + by = ka 
TE ab. — ab +0 的 假定 下 , 有 唯一 解 


2 kb. — bb, ais — a; Is 
aib.—asb, ' abs 一 a.b, 

HAED Tf zr BEH In; S39 AREA AA, 

ki b, 

ta b. E. b. 

2K (UL Bb, 我 们 可 以 计算 三 个 联 立 线性 方 积 组 22a; ; e; AR E; 

洒 每 个 解 x; BS RE 


Œi Gia. £a 


GG b, 
zb. — hoby. (1) 


= Giba — Gab), | 


(Qoi Gas dag) = Oh piaia E CO 9053081 T 71 56S ts (2) 
dn 0205153 — 30955051, 


Gil Mz aas| 
等 式 的 右边 是 六 项 乘积 的 代数 和 ， 每 一 项 包含 扎 阵 第 一 行 的 某 匹 


= jG 


Ean 同时 也 包含 第 二 行 的 某 元 素 和 第 三 行 的 某 元 到 每 一 项 还 
可 以 表示 成 包含 者 不 同 列 的 元 素 乘 积 , 所 以 (2) 中 的 每 一 项 可 写成 
a-a is, A ARAD R EAER 1, 2 3 的 某 一 置换 ， 在 六 个 可 能 
的 置换 中 , 三 个 偶 置换 了 , (123), (132) 出 现在 带 正 号 的 乘积 项 中 ， 
而 三 个 可 置换 出 现在 带 人 久 号 的 乘积 项 中 ， 经 验 表 明 , % 个 未 知 数 
的 ”个 线性 方程 的 解 可 以 表示 为 类 伺 的 公式 ， 

EX nxn Æ A= (au) 的 行列 式 是 元 素 岂 a;;—a(i, )) 8 
多 项 式 : 


detA— |A] = > sgnó diee 
e i=l 
= 2 sgné)aC1, id)a(2, 26) a(n, nó). (3) 


这 里 是 对 整数 1, …, n 的 所 有 n ARA R of, HIER 
项 IIa; 前 面 的 因子 sgnó 是 十 1 撑 是 一 1， 根 据 多 是 偶 轻 换 还 是 
奇 置换 而 定 ， 

FATA A] —det(a,; JE n12i 2-010; a, 的 和 这 里 内 
BAR EXUE,.2 的 各 种 置换 $. 把 ay 写成 (1, j), IEEE 
z 在 由 之 下 的 象 ， 于 是 一 般 项 可 写成 tall, 092a(2, 24)--a(n, 
1$), 这 里 正 负 号 “ 土 " 称 汶 sgnóGsignumó 的 缩写 )， 对 于 和 中 的 
每 个 乘积 项 , 恰好 含有 矩阵 每 一 行 中 一 个 元 素 , JEB Ie RE AH E 
每 一 到 中 一 个 元 素 . 

年 隆 的 每 一 行 在 141 的 每 一 项 中 出 现 一 次 县 只 出 现 一 次 ， 这 
WERE IA EAE i ITIR Gi Gin 的 线性 齐 次 函数 . 把 每 
个 这 样 的 gi; 的 系数 合并 起 来 , 我 们 就 得 到 表达 式 

| A| 三 6 十 和 is9i do d- Ainiin (4) 
这 里 a, , 的 系数 4;; 称 为 au 的 余子 式 ( 即 代数 余子 式 ); 它 是 4 中 


(D 这 里 指 的 元 素 是 域 了 中 的 元 素 , 或 更 一 般 地 是 指 交换 环 中 的 元 素 . 
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HER iFHBURIUAUFIZORSPU EDRGA, XC ARCTGAGE RE DMBGAR 
ips A,— S5, RAAN- MRES dg FERE ț A 
一 个 元 素 ， 所 以 余子 式 4;; 既 不 包含 第 i GHIUEXEDS Gs W j 
IARR. CRUE TR STER M. 的 元 素 , TER 和 Li; 是 
从 矩阵 4 中 划 去 第 主 行 和 第 了 列 的 所 有 元 素 所 得 到 的 矩阵 ， 

4 对 于 行 和 列 是 对 称 的 . 

定理 1 设 4' 表示 4 的 转 置 矩阵 , 则 14"| 一 14|. 

证 明 A 的 元 素 ana; 是 把 4 的 元 素 my 的 下 标题 便 过 来 
而 得 到 的 ， 当 j 二 i9, i=j, LL UC: 

ceng) flat, ig) = (seng) Tace, j) 


= (sgen) f| ei, 4-5, 


CEEA BS — BED, Bd 264 — FOIS JE AE A d oh ASIE 1, 
fü H f 9 Ab ARIS], sgnó —sgnó-!, EARI d JE EUR CHO YE zx 
错 群 中 ) 4HRS d Bue g ERE ($6.10). BEIA] = 
JAI 证 毕 

对 行列 式 进行 初等 行 运算 时 , 将 会 产生 什么 样 的 效果 呢 ? 

法 则 1 RARE Pf13e Enid 地 0， 则 相 庶 的 行列 式 就 
RE c 这 是 因为 在 线性 齐 次 表达 起 (4 中 ， 对 第 宇 行 的 每 个 元 素 
Gt 0,43€ E— P BRA H- 6 就 意 昧 着 对 14|i 滋 上 间 一 个 因子 c。 

法 则 2 第 阵 4 的 两 行 交接 , 行列 式 |4| 变 号 , 根据 对 称 性 ( 定 
型 1， 我 们 可 以 改 为 证 明和 矩阵 的 两 列 交换 ,行列 式 变 号 ， 这 种 交 
换 可 以 用 列 标的 奇 置换 go KAER, 于 是 可 用 矩阵 互 = (Bi 来 代替 
A, Kip b, —bG, j) -aG, jo, 那么 

1j = 之 Cseng) [T 5c. i 二 Csgng) [TaCGi. igo) 


因为 全 体 曾 换 构成 一 个 群 , 所 以 全 体 乘积 és GX EB. fo ERER, 


二 办 办 


6 Suis PUAP EO 包含 爹 部 置换 ， 亲 此 上 面 的 1B| 含 有 |41 的 所 有 
Hio Heg- ECR RET., REAA g EAE, MAH 
$9 JESPILERIH, déo TIRAM, ROI, 246 ERE, $60 是 奇 
BM, TÆ sgnéóo— —sgnó. xx gEHEBH T N 2. 

引 理 ] 4e Xp AR als] 5 ve iT, R2, [A | — 0. 

WEBB 根据 定理 1， 只 须 证 明 当 4 有 相同 的 两 列 时 , | 4| =0. 
设 单 是 把 两 个 相同 的 列 进 行 奖 换 的 对 换 , TID E XR CDD HB BEER A 
i nni (sgng) ali, idid, vd) 成 对 出 现 ， 和 而 19, poeh 
区 生成 的 二 元 素 子 群 的 踏 集 组 成 .因为 区 是 奇 暨 换 ， 所 以 sgn$ = 
—sgnyé; 区 因为 两 个 列 是 相同 的 ， 所 以 有 Hal, ié)= ila (i, 
?二 )， 因 此 成 对 的 被 加 项 甚 数 值 相 等 符号 相反 ， 所 以 它们 的 和 是 
$. jip 5e 

ATA ETEME G 10, 2)， 用 一 个 方程 表示 引 理 1 是 方便 
的 ， 在 4 中 ,用 第 二 行 来 伐 赫 第 和 行 , 则 两 行 变 成 一 样 了 ， 其 行列 
式 等 于 零 。 人 得 是 这 个 行列 式 还 可 以 在 线性 齐 次 表达 式 (4) 中 用 第 
ETITUBER irm ERA 于 是 | 

0 — Ai tAn tHe Augu (XE). (5) 

法 则 3 ERE EfrXe bud eus it, Jp A E 
TRRA. XqiBWEHg:temng Ua 根据 线性 齐 次 下 
IERAC) 新 的 行列 式 是 

D Aula ten) = DA m; HeD LA 00, — | Ai 4-0, 


上 式 最 后 一 个 等 式 是 根据 (4), (SEA. ARAE. 

这 些 法 则 可 以 肌 暂 等 矩阵 加 以 概括 。 任 意 初等 行 运算 把 单位 
先 阵 了 变 成 初等 算 隆 E, 而 把 4 变 成 乘积 EA. (1383 1I! — 1 因而 
WREE] e, —199 1 Od E TN 1,2 53 32, if ALS E LEA] = 
2'A41， 一 [和 4| 或 141 (对 应 于 相应 的 法 则 }， 这 就 证 明了 184| = 

"389 。 


EA RIRE 1)， 间 样 可 应 用 于 右 乘 因子 E. 这 就 
NAM 

定理 2 AeROE GGG R, MA 

[EA] — | E|1A| — | AET. 

AAEE, M EEH THERE M; 可 以 明显 地 得 到 余 
子 式 的 表达 式 . 

XE 4 AaS IMa ARERR E AA a TRA 
AE hA 3-8 e i fr vp A RE ES EIS DH WIN. EH 
dc DU appAZEPHEEBEBCUE (想象 在 方 格 盘 中 十 ， 一 号 相 疗 排 
列 ， 尘 且 左 上 角 第 一 格 中 是 十 号 ) 上 的 (i, 力 位 置 上 得 到 . 首先 我 
(3 i—34—13&kBEBDXT EWI. BGESCCOSEHUEERUS £X qi 的 
FAREM E dfbIÓ-1HB)35i5 ER P ED PIBUIN, 这 种 类 型 的 
BERTE 实际 上 是 剩 下 的 数字 2,…, n RER Cr 
置换 》, 所 以 这 些 项 划 去 au 后 怡 褒 就 是 1 的 展开 式 的 所 有 项 ， 
任意 共 他 佘 子 式 A, 可 通过 把 oi; 移 到 左上 角 而 化 成 上 述 特殊 情 
JE, 而 qi; 移 到 左 土 角 位 置 是 相继 进行 ;一 1 次 相 邻 两 行 的 交换 和 
j—1 次 相信 两 列 的 交换 得 到 的 ， 这 些 初 等 运算 并 不 改变 | 型 本 |， 
因为 它 不 影响 型， 中 行 与 列 的 相互 位 置 ,但 是 这 些 运算 却 改变 T 
141 的 符号 ， 因 此 au 的 余子 式 的 符号 改变 了 i 十 I 一 1 一 1 次 . 通 
过 这 样 的 简化 就 证 明了 法 则 4. 

一 个 特别 有 用 的 情形 是 ， 矩 阵 的 第 一 行 除了 第 一 个 元 素 外 其 
他 所 有 元 素 都 是 零 . 那么 表达 式 (4) 只 须 包 含 第 一 个 余子 式 | 并 1,| 
— A1, 所 以 
c O 
K B 
XX BO JE Tx QG— DAB Ee, K È (—Dx12BIg, B Emi) x 
(x 一 起 矩阵 。 R AAEM JEA, 我 们 得 到 下 面 结巴. 
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—c|Bl, (6) 


5| 2 三 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 对 角 线 元 素 之 积 . 

上 述 各 法 则 提供 了 一 系列 计算 行列 式 141 的 方 革 .通过 初 窜 
运算 把 短 阵 万 化 为 三 角形 矩阵 了， 用 +t 表示 所 用 行 (或 列 ) 冯 换 的 
次 类 ,用 cri,…，5, 表 未 乘 到 和 4 的 行 (或 询 ) 上 的 各 个 标量 ， 根 据 定 
理 2 [A] = (— 1)" Cerec 1 1T], BERISTER 2 E UT = tnn 这 
样 斌 计算 出 行列 式 的 值 . 


zx 题 


1. MfTA AES EXE ZB [PE 2. 
2. p 5 $7.6 习题 2 中 各 年 阵 的 行列 式 ， 


1 —1 0 
3. (0 设 ^ 0 j 分 六 用 第 一 行 和 的 子 式 或 第 一 列 的 对 式 
3 1 1 


计算 行列 式 |4|, ERE BOXWITAPESSR. 
(bo WE hAIRE 44 的 元 素 是 械 2 整数 ,计算 14l. 
4. GE -HE AX DANSE HS BE 3 E IA, 
5. iEn ESPERE. JE 1410, WEI: nxn APRPERÍBBE A RETARO 


6. (a) HER F Eis 3 (Vandermonde) 行列 起 的 展开 趟 
l , Xx, xi 


I EX. Ti = (£3 — X1) Ta — Z1) 3,— Ta). 


11 x zi 
(b) 推广 这 个 结果 到 x 的 情形 ， 
(c) 推广 这 个 结果 到 nxe 的 情形 , 即 证 明 : 如 果 oux 01.354. 


141 = [IT i-a. 
7. WEH: HER ix Sx 8x eM A, 33 | A] = (ts — 013054 一 0,4 0)0)7. 
8. (a) EH: 任意 置换 矩阵 葛 行 列 式 等 于 +1. 
(b) 证 明 : AUEREA ATARE CENAE L]. 
9， 如 果 oux XSEREALQXDPGRIIL-e nof Do lagla 则 称 4 为 对 
i*i 


* 39] >» 


Mitan. WEB: 如 果 44 是 对 角 优 势 矩阵 , 那么 14| >o, 
10。 证 了 本， 平面 上 两 个 点 (ay do fibo bo 联 线 的 方程 是 

SQ ža l | 

A Oc, | 

b, 5b, 1 


*11. (a) WEB]. APR A A ood a m Bo s. 那么 aal 


2. PO Aj. 
JkT 
(b) 用 此 验证 4,5 2141. 
Sis 
*12. HL. An AGnc du d; c. WAF 
À 
I2 elc ae 


*13. WEG EE nxa BM (o), XX SH ok n ERE AH ER, uEBE- Sm 
n--l1(mod4), IEA t [Q|—a* 


$10.2 行列 式 的 乘积 


EDF IER GW Iaz k, EEDE A Si TAE 
PF DÈS 8, 9 4:28 18), PLAS 8 0. 8 定理 12 IBF, EE A n LA TR 
PED ese RUBRSE— 184 AB P; 和 EAT 得 到 , 即 
A-E,eEJDEV-.. EÀ (7) 
TX ER2BQgENIEAD—IEI[JAIRIAE| =A LE], ERACO) 
HESIA P, 可 以 同时 对 每 个 内 子 五 取 行 列 式 1B|, 于 是 得 到 
[A] = [E,| IB [D] IE | | E]. (8) 
Dp eR PIE|SSO, MARENI A E P BG MIDI ZO 
TRES DEEA EIEH TATR 1， 这 里 了 4B BE A 的 
秩 ， 而 行列 式 [Dl 古 它 的 个 对 角 线 元 来 之 积 ， 因此 1Di 去 9 HH. 
位 当 7 二 8; 也 束 是 当 且 仅 当 扫 是 非 奇异 和 的 。 所 以 由 (8) 式 证 明了 
. 392* 


定理 3 FARS RoS ES lAl 7-0. 

行列 式 的 计算 ”公式 (8) 也 为 Rx 行列 式 的 数值 证 算 提供 了 
一 个 在 这 方 法， 我 们 浓 间 斯 清江 法 那 科 进行 计算 ， 逐 个 把 村 如 线 
ERR 1 代 杰 ， 这 样 容易 算出 对 角 线 元 未 的 乘积 因为 除了 其 一 
行 ( 或 到 ) 乘 处 常数 的 初等 矩阵 和 外， 其 他 所 用 的 初等 矩 陈 的 行 放 式 
都 是 土 I， 所 以 这 是 以 计算 出 整个 行列 式 .， 例 如， 


: 3 Ł 
2 3 4 1| 1 Žž 2 d 
l 2 2 
1—1 2 
5l: alo —7 —8 1 
—6 5 
> 2 6 0 14 14 9 
3 5 7—2 0 —7 —9 —6 
3 1 
1 2 j 
6 1 
aio 1 9. 
14 T — 
| 0 2 n 
0 0 —3 —7| 


RE CITAR F149) = 一 266， 

—"^rdESESRABEE A Xon E ERRERA AE En RB 
ElceéH SENE cU I WARR AB BTE SIN n3 8 CS) XS 
那样 进行 计算 , 结果 

|AB| = p" 
— [E |B | Et | ESTIS] AL -18| 

定理 4 Saxa pas dp FR AA EFIRGA: 
AB} - [AI *| BJ. 

证 明 上 述 计算 仅 给 出 当 二 和 吾 部 是 非 奇 异 矩 阵 时 ， 这 不 法 
MIRJE. i624 4 x B Ez RER, 因此 AB 也 是 奇异 矩阵 ， 所 
CALAB] = |41.18| 的 两 边 都 等 于 零 . Hr FE 
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行列 式 j44| 寺 0 的 矩阵 4 的 道 存在 ,并且 可 以 用 4 的 余 了 工 式 明 ， 
显 地 求 出 . 最初 的 包含 余子 式 的 方程 (4) 和 (5) 可 以 写成 
1, i—k, 
anA t Esa 6 AL, =} 9 sa (9) 
oa XX P Na Ef AEG URBE I (åa) 的 人 DEE EOR., 方程 
(RR AB IET SRERH, 如 时 把 余子 式 的 下 标 况 换 , 那么 (9) 式 左边 就 
£tiH T ABE AAT IAE EB ERR, DODLE EST 
Judi. (O)GUARXu JE HB mdEAISe Et EEan UO, :)fz 8 Ei 
元 素 , 所 以 有 
ACA,» | ALE. (10) 
出 现在 这 个 方程 中 的 矩阵 (4;3)" 是 4 的 全 体 元 素 的 余子 式 构 成 的 
AEREI P ABE. PRA ABUTE e, EIA =1 的 情况 下 ,方程 
(C10) 表明 , A 的 伴随 第 隆 就 是 4 的 道 箱 阵 ， 一 般 地 ， 如 果 |Ai 丰 0， 
GO AIH T 
定理 5 i ž |A| +0, 36 zog AA AS AICICAGY, 
解 ADR ne MERED EH va E MEA Wu] Rc xA AR RS 2 X 
的 推论 ， 已 知 的 线性 方程 组 形 为 


Tomb, 
d 
共 中 上 和 4 是 从 1 到 %， 用 矩阵 表示 , 这 个 方程 组 就 是 AX—BOX 


T B-(Gi-e,5,) HE n FRE. An ATAR, 那么 
用 A7! ERRATE RE — Br Ade EX — (2, e, 2.) — A71B. 


RR fM ESCHGE RS Me A71 的 (i, 力 位 置 上 的 元 素 刚好 是 M 


么 这 个 解 可 以 展开 表 出 ， 这 就 证 明了 
定理 8 (5X uk) ”如 果 吕 个 未 知 数 色 个 线性 方程 


25442; =b; 
F 
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hy E ELE HR A (a,) 是 非 奇 是 的 , 那么 方程 组 有 唯一 解 


= an 


RP AG 是 系数 矩阵 于 中 元 条 au 的 余子 式 ， 

这 个 公式 的 分 子 本 身 可 以 写成 行列 式 ， 国 为 它 是 用 常数 列 
(bi, ^, by 代替 矩阵 4 的 第 j 列 而 得 到 的 行列 式 接 第 7 到 的 余 
TARIFA. 可 是 对 于 大 的 联 立 线性 方程 组 , 通过 化 抢 阵 (或 增 
5886) 294155 UP EGRE (S 7. 7 的 方法 求解 ， 通 党 更 为 有 效 . 

显然 ， 克 汪 姆 法 则 可 以 应 用 到 任意 域 上 上， 等 别 可 以 应 用 到 
$ 2. 3 中 所 讨论 的 所 有 方程 组 (参看 下 面 习 题 9)， 克 莱 姆 熏 则 对 
下 求解 二 个 或 三 个 未 知 数 的 联 立 线性 方程 组 是 特别 方便 的 ， 


Ty 


附录 行列 式 与 秩 EIRA RIF 4e E OTAM A 
划 去 4 ESITI REE A AREE GX Bati f14bix 
划 去 或 一 列 也 设 划 去 的 情况 ), FEX ERAON "fr PAL 
可 以 定义 为 行列 式 不 为 零 的 4 的 最 太子 式 的 行 数 , 换 甸 话说 , 4 其 
有 性 质 : G)A 至 步 有 一 个 gx 如 子 式 M, EBMTA M |0; Gi) 
An h—d, WA RENAA TAN, SEBRINI-—O. HENEN, 4€ 
X XU ERG TUFA R., 


3 HH 
b 
L mub2x24eAa-(^ a ) 的 伴随 炬 隆 , 并 计算 amino EROR RE 


HEM, 
2. (a) ib 87.6 习题 2 (8 中 的 年 阵 的 伴随 矩阵 ， 对 于 这 种 情形 验 
证 甘于 矩阵 和 实 的 伴随 惩 陈 的 乘积 法 则 . 
(b) 5 8 7.6 235898 2 C0 f [a] Eo Jo] f, 
3. BERG ir P) 3 SCR & 8.8 (o0) SX IR BIS 40€ AUTEUR Hu ETZES 
fü I -- dES By AB RI, 
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4. JBIFBOBIERS T OE. ok 8 8.8 2188 5 fS PE. 
5， 证 明 : dm Abak am 352 ]A7|-—[14A]-7* 
8. WED: sRPE EA TERE IBI RRR AB. 
7. WWR: ETA RERS TER RRE E E M pe Wie. 
8. GiB A RE E ARE FRP i E SENI. 
5. AERARMEA $2.3 2188 1 Wu v PI AL. 
ID. (a) 证明: piii- EZ URIETEJI FS 

| a-r- by ce,2— 0, 

aud bcm 


H -i A 


a= 


b €, | C: 0, 
T= = 


b. Cs i i Cs 如 = 


(b) [TAR BEI LAE ACE AE DC IE 
(c) 对 四 个 求 郑 数 的 三 个 线性 方 在 扒 导 类 偶 的 公式 ， 

11. HBH 正 交 年 阵 的 行列 式 是 土 1. 

12. MER: JERE A SER IERS £2 9I GE | A) 71 

13. WEI: EPF Ap EDMEE FEBR IBI A A, 

14. Hik BiTA REZA: WAA A E i RER. 

"i5. (a) EAB 3x33, 证 明 AB RER 2x2 了 和 矩阵 的 行 
ATA Me— EA, AEE A G- aax FARRER IT ARG BA - 
T 2X2 TERE IAIK ER. 

(b) 推广 这 个 结果 , JEH rank (AB) rank A, 

^16. Vk n*n BH AWIR r, EM: 4 的 伴随 和 矩阵 的 秩 s 确定 站 下 ; 
rem Ms sm E rse], Wj 2-1; 36 ren 1, Mj 5-0, 

"iT. WA: 4f EdBERRUTEIRTCEBO (7 ALS, 


810.3. 作为 体积 的 行列 式 
nxn 实 算 阵 的 行列 式 在 几何 上 可 以 解释 为 % 维 欧 几 里 得 空 
间 中 的 体积 ， 这 是 从 平行 四 边 拱 面积 公式 往 到 启发 的 . 
4^ EL dede ad a; DITH 2x 2 SEA xo LO, a, 
aa 0 十 Ga 为 山 点 的 平行 四 边 形 ， 反 过 来 , TEEPE TIN 
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ju — BE (参看 图 D. AA EITA H LER E 
Ecoles [es f sing], (12) 


JE ER 9 C "EG. 


4 7 


Q Gens th) 
图 1 
式 中 心 形 示 已 知 狗 量 wa 和 as ZARA., Gd 8 7.9 HRA 
aX OLD, 这 个 面积 的 平方 等 于 
(0, X.) (à, 065) (1— cos?C ) — (0, 0) (eo, 65) — C, E) (Ea, 08), 
ix rf RUE ASOER ER 2x 23BMERI ITARA, X bs b. "E REH 
《Co ai = AA By TE, 

HE d$ 2E EX )L EB f 2c lu] rn p p FT PRESB EUG SEU B PR E 
至 述 可 以 推广 到 % ERIL EIRA h B m HEEL OE TI VEXDÉ IT 
几何 体 ， 这 些 几 何 体 称 为 平行 六 面体 

为 了 进行 这 种 推广 , 设 4 是 剑 辣 一 个 以 6, an 为 行 的 IX 
n JERE, XXSE(.AEXUE n ERLER R E, 中 从 原点 出 发 
的 矢量. E. PAm TRIE e, ey an 张 成 的 平行 六 面体 十 是 由 所 
有 有形 为 

Et tnd (OLE i=l, m) 
的 笑 基 组 成 ，{ 对 m=r=3 的 情形 画 出 图 形 ， 你 会 得 到 一 个 与 立 
方 体 仿 射 等 价 的 平行 闪 面 体 ! ) 这 样 就 建立 起 m x n Spp Ej n 2 
FER Sm Z3 TL PR ZZ IEEE P7, aq. n, Os 称 为 这 个 平行 六 
ig H1 8935. 

EAER EI m 2& 4 3& V (HT) CA m —1 时 的 长 讼 和 
Uomo 2 EERS REA XX B APERA ER DG m AHE, 设 
[A ds, tt Aa 为 楼 的 平行 六 面体 称 海 开 的 后， 而 的 与 05, e, Ou IE 
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变 的 分 重 称 为 高 , 它 是 通过 把 剩 下 的 一 条 标 oa 写成 两 个 分 量 ? 5 
B 的 和 米 求 得 ， m E YTE Gn re, ou E PID RI Sai 中 ， 
B 与 Sna ERCOLA 1, didi 8 7. 11, 这 总 是 可 能 的 ): 
w=- y, BlSaua, Y Æ Sm- 中. (13) 
J D HERE X DIEI m — 1 38 PREIS ia ERE | 8 Lg 
定理 了 — my o, ay X M 8 TTC E H8 dE do EP XLI 
P|A[AA'|l, 其 中 有 4 是 以 医 量 Q; ER OD X 0 dT EB. 
$ RAAMI E EA PARE A, Hop PRR EBIP] = 
IP] — 15889 mxm ER, 又 因为 
| (PA) (PAY | = IP] [ AA! | LP | 2 LAA*], 
两 以 天 的 "体积 " 与 它 的 底 是 由 哪 m — 1 个 矢量 张 成 的 无 甘 ， 
证 明 因为 和 4 基 mxn, MEER AA! 是 一 个 从 六 志方 
阵 . MERI mJ ITEE S4 m= 二 1 时 , R A 是 行 矩 阵 ， 
“ARVAS = (a, adam 的 长 麻 的 平方 ， 满 足 要 求 ， 和 假定 对 于 
m 一 1 行 的 集 阵 ， 这 个 定理 是 正确 的 ， 我们 来 考 虚 w 行 的 情形 。 象 
(13) 式 那样 , 第 一 行 Ai 可 以 写成 和 二 有 总 十 O01, 这 里 “高 ?Bi 同 每 个 
ITE Bi Az n, Am ABIE ZE CHN B,4; —0,i1—2,-—, m), itg O= tA, 
十 … 十 cn4nw 是 42,…, Am 的 线性 组 合 . 从 4 前 第 一 行 之 次 减 去 第 
i $109 c; 信 (==2,…,m)， 这 上 谣 把 4 变 成 新 的 算 阵 4*， 它 的 第 一 
行 起 Bi 而且, 这 些 初 等 行 运算 每 一 个 都 相当 于 用 一 个 行列 式 为 
LADS ERER 4， 因 此 A* —PA, ix H[Pl—1, JE RH. 有 
|A*A*| = [PAS P"| = P] | AA | |P=] AA |. AJ D d dg A* 
的 m—1 f$ 42,…', Am ZR ICE ERER, 那么 


A* A** (Demp B D 
D DB: DD 


D Afw Ip., REMER E Hago EER. 
mnk, Æ T7 BEANE 0-0. 
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BBi 0 
-( O DD» ) 
这 里 BD —0 是 因为 对 加 的 每 行 4; 有 BLAT-0. REGA, fT 
列 式 就 是 
AA | =| A*A" | = (BBD) | | 
xx D EERE, 它 的 所 有 行 Anc. As IRRIA, 所 以 根据 归纳 
法 假设 ，|DD"| 是 底 的 体积 的 平方 ， 此 外 ， 标 量 BiB 是 高 的 长 度 
的 平方 , 所 以 我 们 得 到 所 要 求 的 甘于 AA 的 底 X 高 的 公式 ， 
证 毕 

在 行 数 为 % 的 特殊 情形 中 , 显然 有 iA4'] 一 A1:14'1 一 14|5 
TERIEN TO 

定理 8 4A GE noxn Xm, B4»90,-:, a, A 
过 的 行列 式 (除了 可 能 相差 一 个 正 负 呈 外) 是 E, Pro... 为 
Ak 85 AP VI d p dE, 

Tr EE TE ECER EAS PE Pr AAEE, iA A Ee E E 
Bj, 平行 六 面体 的 体积 定 交 与 楼 的 排列 顺序 无 其 ， 当 mend ix 
个 论证 还 可 用 到 定理 7 的 公式 ， 当 msn it, 行列 式 141 常 党 称 为 
LÀ, 为 楼 的 平行 六 面体 的 “ 迭 符 号 ”的 体积 .用 任意 侣 置换 
可 使 它 的 符号 改变 . 

定理 9 一 个 如 维 欧 风 里 得 夭 量 空 间 的 线性 变换 卫 -: 砍 已 使 
得 所 有 如 维 平行 六 面体 的 体积 来 上 因子 十 | 王 |， 

证 明 ”考虑 一 个 平行 六 面体 , 它 分 别 以 行 锋 量 41,…, An n 
TR. TRE Ace. A, 被 变 成 4;P,…,AnP: 含有 这 些 新 行 矢 
RARP ERIE AP, RA RA TA, e” As MAI 
“ 带 符 号 "的 体 税 等 于 14Pi1=14]11P1, 这 里 141 是 原来 平行 六 面体 


OD  ubBBiX-zE BERUGECKGD E RE dnd dh JT. S. Frame 教授 提出 的 . 
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的 体积 ， 

暴 此 推出 , 变换 了 = XP 使 * 带 符 纪 "的 体积 保持 不 变 当 县 人 级 淋 
A BRABPTINAGIPI-1. PARA AIEE RE C PUR 2E TRO ZH 
JA E ER M A R, AAIR ACE Br BE BUE PI = x1 
fi AE EE CHE n, 保持 体积 绝对 值 不 变 的 所 有 变换 )， 

各 维 欧 几 里 得 空间 中 ， 任 意 区 域 子 的 体 各 可 以 粗略 Bb M AIr 
P: 用 一 组 有 限 个 给 定形 状 和 方位 的 平行 六 面体 Hay n, 开 , 外 接 
十 六 然后 求 和 和 辫 眉 下， 定 光 于 的 体积 是 所 有 这 种 平行 六 面体 的 
不 同 集合 的 体积 和 的 最 天 王 界 (第 四 章 )， (在 积分 学 中 , 这 一 般 是 
可 这 做 到 的 , 那些 平行 六 面体 是 其 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 休 . ) 

根据 定理 9 H-HABIEP AMRETA 1: | PI BS UE fl oie de FE 
PEfrZSBPEB T HEE ELRES EE AREE fS DS 
SERE QE DELE PETS, 所 以 我 们 得 漳 下 面 结 果 . 

推论 dvd E4EY—XPLOE 使 所 有 体积 素 上 一 个 因 季 1Pl 
(X 3 gie ut, So E Peg f xd (ED, 


E 题 
1. (a) 计算 平面 上 以 (0, 0, (3,0), (1 OA, 4 为 顶点 的 平行 四 过 形 
的 面积 . 
(b) 计算 空间 中 天 (0; 2, 0), (2,0,0), (1. 1, 8) f (0, 0, 0) 为 相 邻 顶 
SB oe TEUER IE PEA, 
2. WEB); ERZAR R pikie — f erm PHASE M. d 
m 用 伪 射 变 模 把 三 角 民 简化 为 等 边 三 角形 的 情形 . ) 
3. EH: 任意 平行 四 边 形 的 两 条 对 负 线 把 平行 四 边 形 分 为 面积 相知 的 
网 痢 分 . 
4，(a) 设 已 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 实 点 ， 证 明 : JE P HER RIE 
4 FUA MLIZ 2) Hz IB BUR RU PREDA. 
(0) 把 这 个 结果 排 广 到 关 维 情形 。 
* 400 * 


5. EA ER, 它们 把 四 面体 分 为 体积 相符 的 六 部 分 . 
9. JH^Fd — HL PETERER: ARE £— Gn.ocrs4 g= y gy kB 
PU 3 TZ) n 1A i3 Re E AC 
TIE 
A= | 
LN) Fy 
7. (a) EW: mit E,mdüm^ a, an RERE. MAH 
A E E R EATA Btk Ay m Etk E TE. 
(b) mOBJE UuEBB A £53: ost ar MR. 
8. WEW; ÆA PREP., 所 在 满足 | 加 [= bE EDO" ATE H 
PEO 构成 指数 为 2 AEH, 
9. (a) 还 明 : 对 应 dr-]4]| 把 全 线性 茜 寺 态 地 册 射 到 出 非 委 本 下 组 成 
B3 3E 145: 26. 
(b) upH];: AARE ARRIE PORE 
(c) JE c MERE GU BILE ili] P] — 41 ae PO EAEE AE 
3l -r- 3$ Ds 
16. (a) WES): aR AL apen ca cir tx. Jh dtd 
H3 IER ER BO ABRE CCo e). 
(b) 用 (ai 还 明 : dp3X «Qo 04 Ro EZR, 那 乞 
JAAT) = Gafas D. 
11. (a) WR Atman WB. PAEA 7 AE EN |.447| 270. 
证 明 : 4 m=z 时 , 这 个 结果 就 是 47.10 定理 18 HB EE BER, 367 ER. 
(b) HEHA: LACO, 0, 0), (Œn yi. 20 HE Gra yr to 为 预 点 的 三 角形 面 
` "T Fi - 
mei JAAT? 其中 A= C y .) 
ECO) 以 滑 z 辅 ,9 机 ,> 轴 的 一 个 单位 线段 为 楼 的 四 面体 的 体积 为 二 


IER: Elan cs es a 为 顶点 的 四 面体 的 体积 是 十 | BIS |, jp BR 
axa HPE 它 的 三 行 分 别 为 cz 一 cb 如 一 at as 一 Gu 
"(dj WEIT Ej EB Edd. 
*12. iE —K-ajcK(,j—l1.-,n). 
(a) iE BÀ: in &,— (a. trs ia): IA |a| SEN n. 
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(b) 证 明 : LA] ele, | le ] e, | Ke 2S 23(Hadamard) fr 
列 式 定理 ), 


810.4. 特征 多 项 式 


我 们 已 经 看 至 (89.2 定理 5) 4 JE noc n ABE A RER IE 
fip) 2 HL (O4 5B PE A— AI 是 奇异 的 ， 根 据 定理 3， 也 就 是 当 且 仪 
当 14 一 471=0, 这 就 证 明了 下 面 的 引 理 . 

DJE ÆA RIIE CHIA) 是 满足 |4 一 47| =O y 
Ẹ A. 

iE AE BEREA AER, 如 果 化 简 是 可 能 的 , 这 个 3| 理 提供 了 
一 个 直接 的 方法 . 

例 这 4 是 实 对 称 乍 阵 


1 3 9 
A-13 —2 —I| 
0 —i1 I 


那么 按 第 一 行 的 子 式 展开 14 一 4 好， 

1—A 3 0 
3 一 2 一 14 一 1 
0 一 1  1—4 

进行 国 式 分 解 得 到 14 一 47|= 一 (4 一 1 人 4 十 和 (1— 3), BELA ELSE 

ftd AE 1 3, 一 和 《一 般 地 , 为 了 求 3x3 和 矩阵 的 特征 根 ， 我 们 必须 

解 一 个 三 次 方程 , 象 8 4,4 或 者 $5.5 中 那样 求解 . ) 对 每 个 特征 根 

都 存在 变换 了 J 的 一 个 特征 舌 量 ， 

因为 


14 一 好 | = — —434-184— 12: 


(x, g, 2) Ta = Gr 3y, 32—2gy—2, —y +2}, 
Ad í-Go. y s ÆR TAIR 4 二 1 RERE BR s+ 
By 一 2 32 一 28 一 2 一 3 一 9 十 5 一 全 也 就 是 当 且 仅 当 30 和 zz 一 30 
* d)2 


TEA E= (50,32), H, E= (zw, gy, 22 JÉ CT PRUERR A—3 
PU ERa HI r-039—32z,3x—2g—2—39, —g o - 2732, F 
是 上 只 能 是 矢量 (3, 2 -DAET 同样 , 属于 特征 根 4= 一 4 的 
HERRER, 5, D b Ref. 这 三 个 特征 矢量 
(1,0,3), (3,2, —D, (—3,5,1) 
HAE, AECE. VAXXLU Ad ÉIPBMBE PE 
2E. TAXARE AAEE, 变换 Ts 是非 奇异 
的 , 它 对 应 的 矩阵 是 Pd4P-1 (参看 $9.2 定理 3 和 定理 4)}. 我 们 
还 可 以 把 这 组 基底 标准 化 , 得 到 特征 矢量 的 标准 正 交 基 


a,—— 5, 0, 3), os = Jue 2, —1), 


as C d, 5, 1, 


LAx& — Tr AA 为 行 的 气 阵 总 是 正 交 的 ， 间 且 QAQ = QAR 是 对 
EBE, 其 对 角 线 元 素 为 1, 3, — 4. 
Ex 3x 3 HEREA JE WA x -4-62xg)—23 —29z--2? 的 抢 
EE. 前面 的 分 析 表 明 , 4- RRRA TRE IE SEE CIE 8 on, a 
G5, KAA E n -- 3? — 427, 
一 般 地 , Y A EET nox» XBEE, 因为 行列 式 是 一 个 和 多项式, 对 
每 一 行 的 元 素来 说 是 线性 的 ， 所 以 行列 式 14 一 47| 是 未 定 元 4 的 
n UK E s. 
|. A— AT | — (— 1)" MD A 十 BAT 54. (14) 
TR TERRE SC ARI (6 RAE 0,00 — |A—AITI, 4 的 特征 方程 是 
方程 14 一 好 [=0， 现 在 将 上 面 的 引 理 重 述 如 下 : 
IB 10 JEE A ih dp AE AR. CR E DE) 3E A 65 p HE Zr 32 8 JR. 
FOE AE AOGPIADIBAPOE —3BRS MARAA TE: 
Hb ”在 复数 域 上 ， 一 个 线性 变换 至 少 有 一 个 〈 非 零 ) 特征 
=。 403 >» 


x. 

定理 1] Wee 28 S] 69 d dE $ X. 

证 明 设 两 个 相似 的 筷 阵 是 4 和 了 吾 = 忆 14P， 因 为 :局 = 
| 已 1， 渡 且 | 是 标量 ， 所 以 可 以 诡 换 ， 于 是 四 行列 式 乘 丢 话 册 
得 出 

[P-iAP-—2T|=1P- U AP—APIP]| = |P- {A} P] 

=| P- || AAI |P! --: A—AI]. 
因此 我 们 得 到 一 个 推论 : A-At 0C 
b= lA], 


B,- = (—D'-' (0,05; —6,;0j;), 
ic 


b, 一 (—D" (aj, T tT S) 
ERPF A EHAR APAP 之 下 的 不 变量 . KT b, 的 某 些 适 
当 的 多 项 式 给 出 另外 一 些 有 用 的 不 变量 ， 在 这 样 的 不 变量 中 ， 上 有 


S asaj = ^al, -279'a,;aj; 
$,3-1 i=l izj 
—b$ 1" 12b, s. 

IETA RIEBE IEEE, 这 个 不 变量 就 是 Lai. 

因为 [AAI - I(A-AD* = AA (根据 定理 1)， 我 们 
还 有 

推论 ÆRA TREE A" 县 有 相同 的 特征 多 项 式 , A 
此 具有 相同 的 特征 根 . 

定理 12 AARAA di dou ses d, 65 RB T 8H IE 
$ckRAGE 
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IT —AI[-— (d, —4) 6 — A) dA) 

HT-A Eg ELARRE, PARI $10.11 99[8E 2 
恒 得 到 定理 的 证 明 . 由 此 得 到 推论 : Ae OAH 
集 台 是 由 特征 多 项 式 的 全 体 根 (有 的 是 重 根 ) 组 成 ， 因 此 对 于 两 个 
Ha ia fast, X fazk c3 JR rer 1 T fS ER CERA 

-PERI ix AROR AN F: 

p Aiar A E A ARACENA 
束 的 次 序 不 同 . 

丰 似 性 的 这 个 性 质 给 实 二 次 型 的 正 交 变换 {5 9,10) 以 新 的 解 
TES ZR HORABWEAR LION AX ubt SR Z -XP iE 
Ab fS AZAR ASI. 2BAZGE ND ik A Bx fup E D= 
PAP. WI» PiIEGRABE,BIDLP'-P D—-PAP, BuU 
EE DIJ JAIE RE A ERIKS. 所 以 卫 的 特征 慎 4 A. Ec ERE 
APIE. yir Dg $9.10 4E EB 21 DESDE XC: 

定理 ]3 EZAM XAN THAAL mom GA om ub ou 
À.ziecbA&i, A P RRA RA S FEET dE [| A— AT] — C — 4) 
(A,-—4):- 0 的 根 . 

特征 方程 羽 及 它 的 根 是 由 弓 阵 妆 肉 一 确定 的 ， 这 未 证明 了 对 
般 型 本 质 上 的 礁 一 性， 并 且 给 出 直 捞 计算 系数 的 方法 ， 知 道子 系 
数 以 后 ， 我 们 还 可 以 按照 上 面 指 出 的 方法 计算 出 与 此 相 联 系 的 特 
征 兴 是 作为 主轴 ， 

因 沪 我 们 知道 , HER SEDE BRARB EE IE 28 ør T SOS] BARBIE, 所 以 
TL T8 $98 

推论 Z atinae tE RS EpOEDOHRAE TE ARE XD, 

Kiko ADI ATHERE, 352. CT REE AL RAS 的 特 
JERE X H XS BRELA, RARR AX X AX PI KRIK 
两 种 方法 来 计算 ; 
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(GA) X; =A (XX; ), 
X (AXI) —X4(X5A)' 2: A4CX4 X5). 
因为 AA BE X Xi —uEAE.BHEXt5 XiiEX. 
因此 ， 如 果 nx n REABBE ACT n ARRE A, LÀ 
3E Z IE 3E n MARERE Xa, …, 和 是 正 交 的 , AAR 


Hoc ps TREZE ERE P (EI PAP'=:PAP-'! 成 为 对 角 
和 矩阵. 
习 g 


. DEHA Kain 3,1, — 1. T P EVC 2, — 3), C0, 
—1,4). (0,0, TD 为 行 的 三 角形 点 阵 ， 计 算 P ODP RoSEREÀ EZ, 3E Dit 


üt 5 feubfrIEES. 
2. IFA P 91r BIER Fe E TECH E A 


—]1 2 2 08 2 2 

© { 2 2 :) œ [ 1 4 ') 
‘3 —8 6: —2 —4 —1 
(4 9 0. 

(e) (o 一 2 J 

0 9 7 

3. 求 二 深 型 x# 十 #2 十 z% 十 守 十 ¥ 十 2 二 1 AEAEE, 

4. GAEE EE A T T PE BIB XAGNBUXI fax. 

(a) 222— 11g? —5z?--4mgy--16gz-4-20zz. (Hog; ERNES g WC 


R95 i 
(b) 32z7—3*— 32* — £* — Axz — 1Ogi£. 


5， 写 出 把 习题 4 (0948 4- — UC RC 00 78 o Do ERI TUI GE T t hs 
6. XH 2x2 EEM RERS READER I. 
7. RERE 1A 一 1 的 全 部 2X2 RE. 
- A 0 
8. MU ARR 4 和 万 都 是 方 阵 , WALER, -ORES 项 式 是 4 


和 和 如 的 特征 包 项 式 的 磁 积 . 
LÀ $05 b 


9. EM: (L4) 式 中 的 机 -一 士 (440204). 《不 变量 1 十 十 au. 
称 为 本 的 迹 , ) 

10. fH. (14) 式 中 的 b. ,—(— DI (aul 0525). 

HE 

li. 证 明 ; HFAA Daj = bh- t m1)" ZB... 

12. MEX EHER: 实 对 称 和 矩阵 A HRA RIEA RA. C: 
XI-THREAdK 互 ， 证明 XALX T= A X(OX*)* —ÀA* XCX )*, AE X" X 
XI M ) 

13. (a) 证 明 : RAKI Im A A EE RB AE SE RS. 

(b) WEE]: 余华 特征 笑 量 张 成 所 有 笑 量 组 成 的 衬 间 . 
tis. FH: BAHRU AA e EU = dE AERE E h al 


15. (a) 证 明 : 3n ÉágBk A FRIE A; 有 +? 个 线性 无关 的 特征 舌 
量 , 那么 特征 多 项 式 c DEALAN 的 … 个 倍 式 . 
(b) 对 任意 r, 构造 -个 了 X?* 矩 阵 A, 使 得 04000 — CAT AD, Hor 
THIR Av 没有 湖 个 线性 无 闫 的 肤 征 笑 量 . 
16， 通 过 对 线 尾 变换 卫 r> 生 4 所 进行 的 如 下 分 析 , 证 明 实 对 称 矩阵 4 的 
EHRE. 
(a) SERE 4: 有 一- 个 长 度 为 1 ERR a. 
(b) 如 果 把 a, 选 作 新 的 标准 正 交 基 的 第 一 个 矢量 ， 那 么 已 知 变换 
的 新 矩阵 的 第 一 行 和 第 … 列 除了 第 -- 个 元 素 外 其 他 元 素 都 是 堆 . 
(c) 用 归纳 法 继续 完成 上 画 的 论证 , 
"17， 证 明 : MR Bayra 的 体积 等 于 和 A, EB A~ Qa. 


(dE: 变换 到 专辑 上 , 并 用 定理 9) 


810.5. 极 小 多 项 式 


和 抑 阵 在 相似 变换 于 标准 型 的 构造 依赖 于 对 矩阵 或 相应 的 变换 

所 袜 足 的 多 项 式 方程 的 研究 ， 尤 其 是 ， 设 六 是 域 站 上 的 %* 维 舌 量 
SB] TIV—V 是 玉 的 线性 变 找 ,站 的 各 次 暴 了 "也 是 六 的 线性 变 
换 ， 因 为 线性 变换 迹 可 以 相 加 或 乘 上 一 个 标量 ， 所 以 对 每 个 形 为 
+ 407 。 


fic) 7a ages caua* 《其 中 系数 gi 所 有 的 多 项 式 ， 我 们 可 | 
洽 虚 相应 的 关于 了 的 多 项 式 

fO) ET aT aT. (15) 
"E Xem ERVFERETRÉ CUI: VV, te E CEA fIGo-1//E 
Tu SE AE FR. Z2 V—V. DR 25 T A e Ai np odi ing CD T = Tp — pe), 
所 以 多 项 式 FUP) nEDASR CN, F ABFE RAAE. 

JEU. CREF PRET x n ER A EASA 

FA —asf ai AS - 3-0, AT, (18) 
CIRR F ph nkan ERE BOTAS TET 个 线性 无 关 
BF Lig ax ne EE, PA nri ABRE A, e, AU 一 定 线 性 相 
X, JRHOGCREHREZS ORGR DE T — AR E28 n EE EA 
fie), 满足 了 C4) -O. 由 于 ux n pR T, 的 线性 变换 之 加 存在 
H 小 > 于， 所 以 对 寻 维 矣 量 空间 下 的 每 个 线性 变换 了 也 存在 一 
个 非 零 多 项 起 乒 四 使 得 fÜUP)—0. 

定理 14 对 域 站 上 有 限 维 关 量 空间 下 的 等 个 线性 变 撞 卫 ,使 
TLfUT)-O SF re$ JAR A S R, mie) 
ü X. 

证 明 CLIE ERES =o 的 扬 有 多 项 式 fos nm Dk 
TM. XENWIBINES ELM BL SJ ESMA, MAMATA, EU 
和 用 任意 和 多项式 g Go d838 I — Bis EO EE PL 8S, Paule M ERF] 
中 的 一 个 理想 ， 因 此 根据 $ 3. 8 定理 11, 型 是 由 满足 m (7) 一 口 的 
次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 如 (的 的 全 体 伴 式 组 成 . 

JU TER mtz) 是 了 的 极 小 和 多项式. 它 是 上 共有 下 述 性 质 的 首 一 
和 多项式: 

m T) —0; h FUP) =0 HEH ma) | fie), (17) 
这 里 记号 m) fGodemir d aS 了 [zj 中 ma k fG0 08 
PERH). Xf nxn BEAREN xS BED ROXR. E 
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FaF F^" EAR T 的 极 小 多 项 式 .。 A5 ARE EREE ISI — 
个 线性 变换 的 不 同 表示 , 所 以 我 们 有 

推论 ” 域 下 上 的 相似 因 阵 有 相间 的 极 小 多 项 式 ， 

作为 一 个 例子 , 2240125 1e E58 YH CHLOE E og ERO, 好 对 某 个 m 
ibi "= 吃 的 线性 变换 T. AA TEE 本 一 人 所 以 多 的 极 小 多 
Ij AER ax" 其 中 瑟 是 某 个 整数 ， 事 实 上 无 是 满 是 T*==0 的 最 小 正 
xc 

ARRIERE kan Dj T'-—T7"-O, BATRÉE-—- 
ht a di aD"-12-0. dvd] mo, aT, aT, e, aT" 3x n ARA 
BEREK, MEPA, UlfpfkfEPEHDIESS A 0= aat as 
Hana, 匠 系 数 不 全 为 零 ， 如 果 a; 是 第 一 个 不 为 零 的 系 
数 , 那么 我 们 就 HI T7 7771 乘 这 个 方程 两 边 得 到 

(0 —077-3-1— aja TP" -3-1— aa^ L, 

而 这 里 选取 的 & WE aD" 31--0, 因 此 a; — 0, PE. AN a, aT, 
e, G-I yx Ee PEJEXR AREE ZEE, T dede ERRET 
AERE FEREARE SARRE, AIET Hj nx nE 
EARME 


D © 
mon 
p= LL 
o 


0 0 0 - J 
0 0 0 œ 0 
TAER PERCEM 1, EE) ER ERHDU f£ E m 
AO fet b. XX MBEE LA RUEABEE, NO ENG a 的 * 友 
4B pe", | 
更 一 般 地 , o REP n CE 19 X 
g(a) = cat 6,2 r6, am^ dx", 
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我 们 可 以 构造 一 个 以 gCx) 29 rh RU] moon 矩阵 ， 这 个 矩阵 
$R29 gle) 的 支 矩阵 ,例如 部 一 4 时， 


| 9 1 
ğ Ü 1 0 
Cr = ; (18) 
0 Ü Ü 1 
— tg — i — Ča — Ëy 


XPT EXE n. C, RR EOM fR£X LE — 2804. H2. E) 20 S RE 
1, 最 后 一 行 的 元 素 是 一 co …… 一 cr- 其 余 元 素 都 是 零 ， 

定理 15 对 每 个 首 一 多 项 式 多 2)， 友 给 降 C,maF$uax 
gw) 和 特征 多 项 式 ( 一 1) "yg(4). 

证 明 iT Æ Pi nds) 的 友和 矩阵 C, 所 表示 的 线性 变 
换 . 因为 这 个 矩阵 的 各 行 分 别 是 F^ BS Dr ARE eu, En 的 变换 
式 的 坐标 , 所 以 我 们 有 

ei — es, t, eO. LITT — Bn, 
ev T — — pof 1 — C4 40,4. 
换 名 话说 , RE ep eiTe 6T" 1 AE F^ SHARE, 所 以 任意 舌 
$i 5 ALE- -Hh"zge 
& —a$£,-- aue, 7 5 3 ag, 6, T" — ef (T), (19) 
这 里 f(x) agb aic E bau cz" 7! AE EE S EDU RIP) S NC, 
进一步 有 eT" — — 664 — —6, 28, 7^7!, 所 以 e19 C7) —0,. PIE 
HEERE $, 
£g CD) — ef TI g QD) = eg (D) f = 0, 

这 就 断言 ， 全 满足 首 一 多 项 式 方程 9(T) —0, HF FERRAR 
的 多 项 式 Jer), H4 ADARA e f (7) «5250, A FCD) EO, 
于 是 IRE Cy 的 极 小 多 项 式 ， 

C, 的 特征 多 项 式 是 通过 把 行列 式 1Cs 一 让 | 按 最 后 一 行 的 子 
式 展 开 求 得 的 ， 因 为 一 cs 的 子 式 基 三 角形 矩阵 ， 它 的 对 角 线 元 素 
* 410 : 


TEE EA, HbA 1, PEDAL LC, — AT | BSEC SE T C—- D^ gGD, 这 
明 出 现 符号 (一 1)" 起 因为 任意 Xn ABPERUERHIE S TX By E a 
是 {一 1) "x 


PEE 


|. (a) HEB). ERRE X'—0 的 2x2 ipe XFM ( M 
axa) 2) 
(b) 对 3x 8 AB RE BEAR EE DU £L 
2. iE]: d T3:2x238M, ünfe'i 的 行列 起 是 负 的 ， 352, 5 I x frg 
FEHI HAH JLA RP, 
3. (al Xi [£ nxn dE Sp ER P, WEH af APAP e BO 
An X na Pe di eX B ITA. 
(b) 根据 (ay 直接 证 明 ; 相似 怎 阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 ， 
4. 证明; 4RXAXIÉBEERUBE ES X EV EA E35 X (LZ. 
时 候 两 考 相 同 ? 
t5, (4》 EB: dg PP 2x2 由 正 奖惩 阵 表示 -个 刚体 反 
HJ. Hip: ULZISN 2,25 8 9.4.) 
(b) EH. AiE AER 2x2 Eg pia xu ENERS. 
*6. (a) 证 明 : ER 302 SEDE 4 dr — p UBEHUE RE EE. 
(b) 证明: 任意 3x3 EXE, 在 基底 的 正 交 变 换 下 ， 它 祖 似 于 
形 为 人 Dymseme im m 2x2 ERM. 


(e) 用 习题 5 证明; 如 时 4 是 3x3 EZER, JE BH. 4170, WA 
AR- TRIERER 1, mp HS ARRAI, OXR EERIE SE 
"7. 证明: 如 果 4 是 4 的 特征 值 , ga EAE E E TODA g 是 
AUD Ete CIR. 
*38. (a) WHA: SB 


Cc o 0 orn 
c oreg 
D e OC A 
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的 畦 往 什 为 士 1 ti B Pare BR OR. 
(b) 的 复 竺 在 矢量 在 着 必 ? 
(c) € ts4 ZA FEES AE XU fp M TBI 
to, -P nxa HRE, fM EXP -E d. Je iS auo ia COEPTIS i 
JADRE n SERO, MEZAR 为 轮换 第 阵 。 证明 : dEGESCHOBEE RUNE 
WD ALIAS 是 
A y 77 11-1307 - 7 H7 a4, 7 07, 


AH adi np E RiR. (提示 ; 利用 习题 7 R51 9.) 


810.6 MR- AEB E 

4L] BUE EEH, E5725 PE AR EC RHAE D f d 
说 , 4 的 极 小 多 项 式 整除 4 的 特征 多 项 式 ， 

用 托 隆 多 项 式 或 者 4 矩阵 的 概念 很 容易 证 明和 上 述 性 质 , A- 88 
阵 4 一 27， 是 指 以 2 多项式 为 元 素 的 隶 阵 ， 把 的 同 次 第 的 项 合 
并 , 我 们 可 以 把 任意 非 零 A- 5E BQ) 写成 下 面 形 式 

BIA =B, -AB 二 + AB,, 

这 里 B, 是 常数 矩阵 , B, 去 0. {等 式 党 味 着 两 边 的 矩阵 各 个 元 素 中 
4 的 每 个 相应 系数 都 相符 . ) 

引 理 ”加 果 C—BGOOCA— AD) A E 2e 3p IH, 98 2, C —- O0. 

证 明 ”展开 BOD (4 一 4D), 我们 得 到 

Bt S2 GLA-B a) + Bod, 
k=l 

WREE T AR, WE D50, B.À-—B, ,-0, k=l, T, 
BO =0, MEERE., 

定理 l6 -4 E — 每 个 方 阵 满 足 它 的 特征 方程 。 

这 意味 着 , (1 全 的 特征 多 项 式 了 (入 二 14 一 条 | 中 , 如果 2 的 每 
个 者 A! AERE A flap UAE AF ARE, GEHA? E A= e, 其 
HEBES. 

。 43 了 2 。 


bb AM Lb, ATI 4E (C 1)?4* 0, (20) 
证 明 ÆR A—AI 中 ， 每 个 元 球 都 是 4 的 线性 和 多项式， 所 
也 它 的 非 零 子 式 也 是 4 药 关 一 1 次 或 小 于 % 一 工 次 的 多 项 式 . 4 一 4 
的 伴随 年 阵 C 的 每 个 元 素 是 这 样 的 子 式 ， 所 以 这 个 伴随 矩阵 可 以 
写成 闻 个 矩阵 的 和 , 3x e ABER ALAS 2 Bu] E Bue 加 1,…， 
AI HIS, 伴随 年 阵 C=O) 是 4 矩阵 C—C(D) = 了 Ai 
SUR CLOS, A— AI HEW DEBE ABEERI3E EUR: 
C(À) (A—ÀI) = | A- AI | E f (AME, (21) 
这 里 用 是 特征 多 项 式 . 
现在 注意 , H8 25 6 ELLA R2 
A — AT Al AA use E AID) (A— AT), 
再 利用 特征 多 项 式 寻 分 的 系数 五, 我 们 得 到 


FO) FI- Sb, A! — Sb 
i=l isf 
= bi (A LA) 
t=1 


= Sb, (AIH AAT] use 
i=] 


+ATIDN (CA— AT), 
这 里 所 4) 是 特征 多 项 式 FOOD BAS A SUE Ama. EB 
FA - f JI —G) (A— AID), (22) 
Xd G( 用 是 一 全 新 的 和 矩阵. 如果 我 们 把 (22) 与 (21) 4B Jt, 
个 得 
[UMD GMDICA—AT) =f CA), 
其 中 FERRER ISIH, 这 就 推出 fO —0, 
(413. 


3 8588 
1、 通 过 直接 代入 人 证明: 每 个 2X2 知 阵 满足 它 的 特征 方程 ， 
2 证 明 : iR AGES ERE, ARERR (O10. 38 2. A P PERRO 
PE th 
— [bI +b, e Eb, GAS (— 1)nAT71] 
fa di. 
3， 根 据 习 是 2 的 表示 法 证 角 : A RES MRA 


4. (a) 通过 坦 接 计算 证 明 : OCT üÉdé — flÉ B mL S eru Pr, 
“fb) xpzcff x ABIRE DeL [HERE ITI, 

5. (a) AARRE: C180 3,89 4x4 RERO, 满足 它 的 特征 方程 ， 
(5) 3] n cde RS mo Ae xa pec Pc REP BE BH, 


810.7 不 变 子 空间 与 可 约 性 
如 有 果 一 个 线性 变换 针 祷 足 一 个 可 以 因 式 分 解 的 多项式 方 程 ， 
那么 表示 了 的 矩阵 常常 能 钥 相 应 地 简化 ， 例 如 ， 我 们 假定 下 满足 
T= RHE 20, fed PF nn 1--1250, BHEELCP — D) (P D) — 0 
BATERI. T 的 等 征 矢量 包含 全 十 了 的 值 城 中 的 全 部 非 
"AG pn 二 ET 十 了 ), 这 因为 
(£P -D)P-S0P V. T) -e0n 1D). 
Airin A TEETE 1 B3. AFER, TI EHER P UE E 
ERER PREIS — 1 的 特征 矢量 , 这 因为 
GO —D)T - ETD) -EU-T - -&£(T— 1D. 
m p 1140, MEERE E PT ELS HUS A ARCU 
E= E^ D) -E(T—-1)]. 


AEE TREE t1 的 特征 矢量 张 成 这 个 空间 ,于 是 依据 8 9.2 E 
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BE 4 四 可 以 用 对 角 线 元 素 是 土 1 E8098 FER PR. 

竺 别 地 , 如 时 对 角 线 元 素 都 是 1， 则 二 是 恒 等 变 换 ， 并 且 了 于 的 
极 小 多 项 式 是 zx 一 1 如 时 对 和 角 线 元 素 都 是 一 1， 则 有 的 极 小 多 项 式 
Tatl TulEOM fHiIRCOGRBEH 0DXH—1, WIDTH s-:ie 
一 1， 这 个 分 析 是 下 面 定理 的 特殊 情形 . 

定理 17 ES oM e T:IV-V ia $E AA ome) EV 
6) EAF ETATER» mo = fiole XT fiagi) 
是 首 一 多 项 式 , AER, MAV PiE RETA — HedbGROGX 

í—r£, nf(T) -0, £g(7) —0. (23) 
证 明 因为 了 和 89 是 互 素 的 ， 记 以 由 欧 风 时 得 算法 给 出 系数 
在 六 中 的 两 个 多 项 式 C(x) 和 Cw), 使 得 
1—h(x)f (o) Hegle). (24) 
TET LA, æ, 133] IZ — ACT) FCD) 7 ECI) 9 0D, 于是, 对 任意 矢量 所， 
有 
上 一 上 —9r65, g— SECUTUS (T), £—ERCIDFOD). l 
因为 nf) = skg CD) f CP) = Ek T) m (D) =0, X, £g C72) 
— 0, 所 以 这 就 是 所 要 求 的 分 解 ， 

分 解 式 (23) 号 唯一 的 ,因为 如 果 E= m+ é mé 是 两 个 
DR MA a= m=i Xl af Cr =d a agr = 
iE. HEH (24), 有 有 

&f =a (T) f CP) ak UP) g C7) =Ù, 
于 是 = i= £s. 

定理 17 dy ep 4x RR IASERXRB. 子 空 间 & 是 由 所 有 满足 
gf CP) =0 fc bt n d Ss 是 由 所 有 满足 Ca CD) — 0 Bo óc e Cn 
EX. AME 5, 是 SMARA, Ss MARR, 此 外 ， 
按照 87.8 让 的 定义 ,了 是 子 空间 31 与 52 HEN, 这 两 个 子安 
局 , 每 一 个 都 被 卫 映 射 到 自身 ， 这 样 , 按 下 述 一 般 定义 ， 它 是 一 个 
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“不 变 ? 了 空间 ， 

REZAR V HTE ES 在 线性 变换 了 :FF 之 下 ， 如 果 由 
ECS dE IH ETES, MER S OT ZERRE F E, 这 时 , 对 应 E> 
ET RATES büüS REA. 

SE ER. BEARES TET D ERETZA, "d hw) 是 任意 多 项 式 ， 
ABA S dp 8 之 下 志 是 不 变 子 空间 . 

在 定理 17 中 , 对 每 个 9ES 有 nf CD) —0; RE, 如 有 于 是 了 
在 S, Ely SEHE HERE HM, MBA T 的 极 小 多 项 式 是 fx) 的 因子 
fix). 类 似 地 , S: 上 的 导出 变换 到 的 极 小 多 项 式 是 g) 的 因子 
9a(z)。， 所 以 对 任意 表示 成 (23) 的 矢量 纪 有 

éf1 (Tg = nfi D)3g300) -- L6g 07) 15300) 
—(--0— 0, (25) 
HERR figl 可 被 极 小 多 项 式 ma) = flaga. Bl 
A fg ELR MENT, SOTER fio. ge) 可 整除 
#2tx)， 人 得 是 天 (4) 也 可 整除 Cw), BEA Fi f, 同样 有 gg, TE 
我 们 就 得 到 下 面 的 结果 . 

EHI wR S. 和 52 分别 是 定理 17 中 fT) 和 g C07) 68 
空间 , AV XS, 5S. dl de, HETES 与 态 ; 上 的 导出 变换 
Ti fe Ti TIAR SAA 和 gle), 

可 以 通过 很 多 方式 产生 不 变 子 室 曾 ， 比 如 , Ve f(w) 是 任意 多 
项 式 ， 那 么 变换 fV HERRAR ET 
#EF) 组 成 的 集合 一 一 是 在 个 之 下 的 不 变 子 空间 ,这 是 因为 EFCTYT 
—GTOfUP) 也 是 在 这 个 值 域 中 .一 类 特殊 的 不 变 子 空间 是 由 一 
个 矢量 生成 的 循环 子 空间 .我们 现在 给 出 定 文 ， 

已 知 变换 T: V 一 了 和 上 中 一 个 矢量 w% mA, VETA 
IH], An" uir e, 并 且 在 了 之 下 是 不 变 子 空间 , 那么 它 一 定 和 包含 
RA THS 大) 作用 而 得 的 所 有 变换 式 af(T)， 但 是 , 所 有 
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这 种 变换 式 的 集合 Z 是 一 个 包含 & 的 不 变 子 空间 , 我 们 称 它 是 由 
a ^E AS T-M rg. gu. 

我 们 现在 考 虚 & 在 了 的 逐次 器 之 下 的 一 到 变换 式 aa 一 ar aT, 
aT”, e. 显然 ， 存 在 第 一 个 与 它 前 面 的 变换 式 线 性 相关 的 变换 式 
«T^. 那么 我 们 有 

aT -- e, oT 4-eyaf = am r= À, (26) 
这 里 a, oT, -, aT"! EIRE JOD, PE mor) 一 和 十 co íx57! 
ctcecemEEBCT, bE IA. cB T, ETE T-M TA 
A Z, RATRE HG 多 项 式 mtz) 称 为 & 的 全 -人 阶 ， EA, TEZ, 
Bydk At a, aT, aT 中 的 每 一 个 舌 量 都 映射 到 它 的 下 一 个 
At, 而 ar- 除外 , Takpa 
aT? — — ega — eua T — e, am ?-, (27) 
AT Z. WIXI JER a, aT, e aT?7, Rm T, 的 矩阵 的 行 是 基 矢 
d HS ERN SS Bg CO, 1, 0, —, 0), (0,0, 1, 4,0), 7, (0, =, 0, 1), 
(— 6p 18, 一 Ci 这 个 矩阵 恰恰 是 和 多项式 maA ERE, 所 以 
我 们 局 证 明了 

定理 18 也 在 全 - 钉 环 子 室 间 如 。 上 导出 的 具有 全 - 阶 mq 
的 导出 变换 可 以 用 m.(x)5f8 & EE C, 

上 反 过 来 , n KEETA f AER C, 表示 变换 T—Tj:F' 
>E, BE EF" py DEAS EE ei 变换 到 下 一 个 单位 矢量 e, 把 
起 后 一 个 单位 矢量 e, 变换 到 e1T"， 因此, 象 在 (19) 式 那样 ， 整 个 
空间 F" 是 由 21 生成 的 了 -循环 子 空间 ,并 具有 人- 阶 fl. 

定理 19 如 果 变 换 T:IV--V HAERA ma) RAV 
TwÓÉPETOXG a0 T-H X m(w) 的 一 个 因子 . 

证 明 AHA mOT) 50, amCT) —0, PEEL, H8 C20) X, m (a) Ae a 
fr] T- Bfr m. BS. 

推论 下 中 两 个 矢量 四 和 月 张 成 相同 T-44 wg Z.— 
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Z 5 Bx pza) x OW $0 A ga) ao T- mQ(x) E 
È 的 . 
WEB] HEB CRI 8). 


习 题 


站 1 
|. G) 证 明 : 满足 心 一 — Idem 2x2 dB E 4 sae) 


1 ù 
相似 ， 
(b) 证 明 : 不 存在 3x3 实 质 阵 满足 由 一 一 工 
(c) 对 于 满足 企 一 一 了 工 的 4xXd4 实 矩阵 A, AAi 
2. (8) 和 证明: 满足 全 ?一 了 的 任意 “知人 竺 "线性 变 搞定 的 侍 域 和 零 空间 
AP «EB CEON $7.8 B5 52533), 
(b) 证 明 ; 尾 章 两 个 竺 相同 的 丢 等 托 阵 相似 .提示 :用 (四 的 结果 ,) 
3， (ai 对 所 有 满足 4 一 工 的 3x3 复 所 阵 进行 分 装 . 
(b) 对 3x3 sia Re vr T 58 [aL E. 
4. EAEE E A+ AtA RAEAN 092x248 
TERREN, (提示 :， 考 虑 形式 4 一 工 ) 
*5. Sif Bt BA ARTER, OR BL IAS 空 十 xz 一 2 的 扎 阵 与 2 闪 
2 对 角 和 矩阵 相似. 
6. (a) ÆA 17 中 , 证明: DAERA iDATA RI RR, 
(b) 证明 : 如 果 fO g 0D) —0, 35b f GI g G2) 4E Er E RE HR, 
那么 , Hass fg) ART RH A EE 17 ofi dr. 
7. WH: RE aH) T-DpiEdüAR cfr) 一 0 的 次 数 最 低 的 首 一 凶 项 式 
Fin, 
8. 证明 定理 19 mfg, 
9， 证 明 ; BATT =F, F pikia 46 g Hi r-i 
fG)5 902,282, a--8 cg T-br (wg (8) . 
*10. ESI: 严 - 循 环 空 癌 的 每 个 再 变 子 空间 本 身 症 了 -循环 空间 . GER: 
25 E ELE REGI Ez E EET, ) 
H. Zn FO) -0,18 fig) KE rss. BATH g D) 具有 相同 
£5 9635. T-Z3]8, 
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$10.8 第 一 分 解 定理 

在 证 明定 理 17 和 定理 17' 时 用 过 的 结构 可 以 用 来 分 解 一 般 
线性 变换 为 “ 准 于 ?分 去 ， 这 些 分 支 的 极 小 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 
的 宕 ， 在 这 个 分 解 中 , 闫 个 子 空 间 的 直 和 的 概念 起 着 恒 要 的 作 
用 . 

EX ENERETT ATA EA Sp, S, 的 直 和 {用 
FFERR Vss OS 是 指 人 中 每 个 疾 量 5 可 以 唯一 地 

上 二 和 十 站 十 下 On€Si-1,.E). (28) 

[3] 3$ 7. 8 的 定理 16 完全 一 样 ,我们 可 以 征明 

XERB20 HAVAT EH So, Sn XcyRAGS,8 RAA 
no 并 有 基底 Qi, Cin WAVES, Si 的 直 和 当 且 仅 当 

its "ty Gims Oris tts oa PS eis s Oing (28) 
是 人 的 一 组 基底 ，。 
由 此 得 上 出 ,的 维 数 是 直 和 被 加 项 S; 的 维 数 之 和 2 十 … 十 98， 
推论 ”如 采 了 是 由 子 空间 Spe, EA HA 
di V |-2d[ 8,1 T dl S,], 
ARAV REG, 44e. 

如 果 空 间 了 可 以 表示 成 变换 于 之 下 的 真 不 变 子 空 问 的 直 利 ， 
那么 我 们 称 线 性 变换 了 :FF 一 了 (aA a TTR BHO 是 完全 可 
约 的 ， 

定理 21 如果 克 是 不 变 子 空间 S, ， 8, 的 直 和 ， 已 知 安 换 
在 年 个 子 空 间 上 的 导出 变换 用 矩阵 B. 表示 , MATAV ETA 
Ag f 
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B= U (30) 


Pnn phh mnr dd h qmgu ann oq db 


ix BE B IB ARESA ERE B, e. Bi， 共 他 位 置 的 元 
素 都 是 零 , PB AER B, B; 的 直 和 .可 以 看 出 ，B 的 任意 多 
项 式 FORE (BI),…, fOB m9 Ed. 

WEB] ”对 每 个 不 变 子 空间 5;, AREE xi 1 Aino 所 以 
B, ERATE S: DXPTOXGBGEnRERGUABBEXCR, MAM £835 
基 合 并 在 一 起 构成 整个 空间 的 一 组 基底 〈29). mE TE kA 
cs Gin 灰 到 第 个 子 空间 的 矢量 ， 因 此 变换 下 对 于 基底 (29) 
nT JH E38 ECRIRE C30) 3E X. 证 毕 

现在 考虑 在 基 域 上 把 了 的 极 小 多 项 式 ma) 分 解 成 不 同 的 首 
一 不 可 约 多 项 式 p, Co) EPEREESJ SRCBA, 写成 形式 

m(a)-—gpG)"-p(x)'*, e; (31) 

因为 不 同 的 p. (2*5 AH. 所 以 反复 运用 定理 17 就 得 到 

EH 22 Ad XR M qROE GA CTIVOV bio £UuAXGEGFS 
TATEA CT £885 po(c)094 45((31) 2, 那么 下 是 不 变 
F Ea 8,4. 8,8008 4e, AF S, 是 pCD)U 的 党 空间 , TAS: 
Eb «GhGEGECT.CÉARG WA p). 

这 就 是 我 们 的 第 一 分 解 定 理 。 这些 子 空间 3; RAV ET 
之 下 的 " 维 素 分 支 "， 它 们 由 玫 瞧 一 确定 ， 因 为 分 解 式 《31) 是 唯 
一 的 . 

一 个 重要 的 特殊 情形 是 

推论 元素 在 硬 中 的 矩阵 本 在 加 上 相似 于 对 角 矩 隆 当 且 人 饮 当 
A 85 Jod $ 9A m) RF EIE BMEBIT Sp. 
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证 明 ik T= EF" 是 对 应 于 4 的 变换 ， 如 求 

mr) = Cz Ai) {g Ah Aa, n, À; REI lg t, (32) 
这 个 定理 表明 下 是 空间 Spo S 的 直 和 ,其 中 5; 是 由 满足 T = 
Amn S BUE Id m 组成, 也 就 是 说 ， 由 属 本 特征 值 4 APTA PE 
REHE. S; 的 任意 基底 上 由 这 样 的 畦 征 失 量 组 成 ,所 以 变换 了 
在 S, 上 的 矩阵 表示 是 AG. $8(29) 式 那 样 把 这 些 基 底 合 并 在 一 
xu, 我 们 可 以 用 一 个 对 角 鹅 阵 来 表示 T, 这 个 对 角 护 阵 的 对 角 线 上 
的 元 素 是 An 4 

区 过 来 ， 如 果 总 是 任意 对 角 搜 阵 ， 它 的 不 同 的 对 角 线 元 嘻 是 
C1, 77, Ce IBAMA FD — CD — e P) (D— 6,17) 表示 的 变换 把 
AT 3A ERRSERIO, 因此 f(D) —0. D idR & TARAS Dg 
MAEA f AB BE EL AUN EJ REA (n — 01) -- e 2 ES SL 
因此 是 不 同 线性 因子 的 乘积 . 


zx 题 
1. 证 明定 理 20, 
2， 在 定理 22 中 , 设 (2) — DOT, E HEEL am S qi CT) 
WHER, 


*3. 不 用 定理 17 , 直接 证 明定 理 22, 

4. 证明; WME son 43 EE AT EE D, WA D 的 对 角 线 元 素 
A HALO c CST RT Fe E [EE A 的 特征 医 量 的 集合 的 维 数 . 

5， 证 明 : 两 个 矩阵 OB. 与 Bm hEn ATA B 与 Bs 的 极 小 多 
S ALBI db XS 

6. IEB: JER ABS BL ETARE USA OA R ERT 74 BC A Bear 
SHAARE HG AE. 

"7. kA TEER, Un) EG mies ia Ae {r Apn 5€ 
q'ERB OE SGRIC EM: R ATH rA exe EHEER B, 的 家 和 相似， 
B, 的 形状 如 : 
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*8. WEB: 各 果品 (是 于 的 极 小 多 项 式 ,那么 在 在 一 个 笑 基 a, BRT- 
Piria me). 《提示 : AA 810.719 3388 9, EE 05 IE ms) = pa 
情形 , 其 中 p) AE MEE WA) 


$10.9 第 二 分 解 定理 


下 面 我 们 将 指出 ， 线 性 亚 换 了 :> 的 淮 素 分 XS.ES5 EE 
2 -循环 子 空 间 的 直 和 . 在 证 明 这 个 命题 时 ， 我 们 将 用 到 矢量 空间 
FTTR SHA zE V/S 的 壮 念 ， 我 们 回忆 一 下 (8 7, 12)， 
商 空 间 天 二 V5 的 元 素 是 咏 的 隘 集 皇上 十 号, 并 且 由 E£P-E--S £i 
的 射影 已 :FT 一 AS=F 是 一 个 线 性 变换 ， 蛙 别 是 ， 对 给 定 的 了 : 
V-V, 如 果子 空间 总 是 下 之 二 的 不 变 子 空间 , 那么 在 公式 
(E+ S)T' — ZT--.S (33) 
m,eT--S AIRT 8-5 RARR E 的 选取 ， 这 是 因为 如 
架 选 取 另 外 的 代表 元 ?= 上 十 二 35 Z BT £68, 推出 ETES, 所 以 有 
"T SET+HETTAS TITSN, 
因此 由 (433) 式 定义 的 变换 Py >V 是 单 值 的 ; 容易 验证 到 也 是 
线性 的 ,我们 称 全 是 FjS= 下 上 的 由 于 导出 的 变换 ， 而且 对 于 
T 的 任意 多 项 式 AC, 利用 87,12 的 公式 , 由 (33) 得 到 
(£4- S)f CT) - EfCT) - 8, (34) 
feae, H fUPD)—O ji fUr) —O' ZE V' vn, BRELV' e E ig T- 
阶 束 除 下 中 到 的 到- 阶 . 
我 们 园 在 准备 证 明 第 二 分 解 定 理 ， 
定理 23 HRR EEATT: V VON RD OW A m(r)— pn), 
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TAVARA ARTHA pa) iR, ARAFA T- 
AFEN Z, 的 直 和 
V —Z,:-«0Z. (35) 
其 中 子 室 间 名, 名 s 加 ;分别 有 具有 TOH 
P(x)", PL), «ve, PNT, e-emenmRz8, (36) 
V 的 任意 T- ik T ga Oy dde. Ek ACA dB] EG DAI 
şo 38 Ja] t T-P € (36). 
证 明 ” 直 和 分 解 的 存在 性 可 以 通过 对 下 的 维 数 中 用 归纳 祛 来 
证明 ， 当 %=1I 时 ,7 本身 就 是 循环 子 空 间 , 于 是 直接 可 得 结论 ， 
当 rel kh 我 们 有 PCDO*—0O. 而 2 天 O， 因 此 下 包含 一 
个 请 是 gg 一 寺 和 的 天 量 al 所 以 由 R T- pA pt. JD HL 
ti 生成 了 -循环 子 空间 Za. [WA Zi 是 下 之 下 的 不 蛮 子 空间 ,所 以 
-下 导 出 一 个 在 下 -—Y/Z, 王 的 线性 变换 下 .因为 显 然 有 pry = 
C, MAEV E T 的 极 小 和 多项式 是 pe) 的 因子 ， 我 们 可 以 对 
d[V/Z,]—d[V]—d.Z,jHHH£hik, 1B V/Zi 分 解 成 下 -循环 子 空 
: 闻 Z5, s. Z, BS ELO, 这 些 子 空间 的 到- 阶 是 
fr)", ce. qp)", eme, >e e. 
g|Z8 1 如 果 & 4A T-P E Z G=, r), FÉ 
陪 集 oi 包含 代表 元 do au 6 T- Bp db a 65 T - n. 
证 明 依 赖 于 下 述 事 实 ; os 的 中- 阶 p(w)* 是 下 的 每 个 元 尝 的 
了 - 阶 的 倍 式 .特别 设 px) nu T"-DBr, 所 以 对 a; 的 任意 代表 
元 n=. 22 二 (DD) 在 生成 的 全- 循环 于 空间 中 。 MWA 
=p TI fT) p(T), 
HA a A T-BEp p). PEER HEH 2COO[f(pG2* 5, 因此 
f(a)—9g(G02(2Y', XB gE & DX. SR SUE TT UES] ai 
— g—eg CP) T-Er po" Ble 的 到- 阶 相等 ， 这 是 引 理 所 要 求 
ij. 因为 a Ha T-ri a Sa d Z B T -B po 的 伴 式 ， 所 以 
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只 须 注意 
[5—og CP) Ip T)* — ng T) — auf CT) — D. 

HESEL RITE Z 是 由 %; 生成 的 了- 循环 子 空间 .那么 
d[2;] - d[Z; J X E 20 XC HEU SET. aci 865 Ze T- By p(w)*! 的 
We». 因此 

d[V]—d[Z|l- dEV/Z,]—d[Zs]- -d[Z,]. . (37) 
通过 远 取 基底 可 以 得 到 , 子 空间 21,…, Z. EGRE Vi 因此 根据 (37) 
和 定理 20 的 推论 得 到 , F ARBORI V — Zi O--CDZ,, 正如 断言 所 述 . 

剩 下 需要 证 明 出 现在 分 解 式 (36) 中 指数 的 唯一 性 ， 这 只 须 证 
明 这 些 指数 是 由 了 和 玉 确 定 的 .通过 对 这 些 子 空间 维 数 的 计算 ， 
就 可 做 到 这 一 点 ， 例 如 ， Andi don p(x) 的 次 数 ， 那 么 循环 子 空 
i 2; 的 维 数 是 de;, 因此 整个 空间 严 的 维 数 是 dete te). E 
可 以 看 出 ,对 任意 整数 s， 在 p(T) 之 下 的 象 Zp(T) 是 由 有 
=q pCT)* 在 成 的 循环 子 空间 . 24 eios 时 , 它 的 维 数 是 d(e,— 8), 
M esca 时 , 它 的 维 数 是 零 . 

V 的 任意 矢量 上 有 了 唯一 的 叹 达 式 

í£—mtkmg (MmEZa i=l, enr). 
因此 在 pCP)* 的 值 域 VpCT)! 中 , 任 誉 矢量 有 唯一 表达 式 
ERP - yp (TY 4 n, p, (38) 
共 中 分 量 gipCT* 在 空间 pT 中 ， 整 数 8 确定 一 个 整数 二 使 
得 
BQ,—78, t, BS, rile 

(或 者 , He, >s, £— 7), D EE TB (380 X, Vp T) E B; o p CT) 
生成 的 循环 子 空间 Zu (im 1, …, DREA, JEU ERI BURG 

dLVpCP)*] - d((e,—8) tH +(e —8)]. (39) 
等 式 去 迎 的 维 数 由 六 和 殖 确 定 ， 它 们 又 依次 确定 e; 如 下 ， 首先 取 
8s—e—l-eji—1, MEHEGA AT e d e, 的 个 数 ; 其 次 到 
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3 一 8 一 2， 则 由 (39) 式 确定 出 等 于 e 一 1 83 e, CAT B HR PT 3C. 
等 等 。 这 就 证 其 本 指数 61,…, er PRIE PE, 从 而 完成 了 定理 33 的 
证 明 ， 


习 ris 
l. lEWJ. Jm dEASBPV EURE ci ,ee 生成 前 全 -循环 子 空间 张 
成 前 ,那么 于 的 要 小 党 项 式 是 ess os F9 TER E, 
2. 3k 88.5 x] at 3 rh) BE B f Eo Soma. 
3. AMIER: Zn RD CUTIV—V AXHRTEUYg, FRR ZET TAARE 
Tom.354A TUV/ZV/Z ERTER. 
4. XE GT)YEB]: Zoco, 2, dE RI V. 


$10.10 ”有理 标准 型 与 若 当 标准 型 


用 定理 20 和 定理 23 容易 得 到 算 阵 在 相 仙 变 搁 之 下 的 标准 
型 .我 们 只 须 对 于 循环 子 空 间 上 的 变换 给 出 标准 型 . 
定理 21 提供 了 这 样 的 标准 型 。 如 有 果 4 EE nxn 矩阵 ， 那 
么 在 每 个 循环 子 空间 中 适当 选取 一 组 基 麻 ， 在 这 个 子 空间 上 , 
Maim. 把 所 有 这 些 基 底 合 并 起 来 产生 F^ 的 一 组 基底 , 对 
TAH Ti 可 用 这 些 友 第 阵 的 直 和 来 表示 .定理 20 和 定理 
23 关于 叭 一 性 的 断言 弄 出 ,如 此 得 到 的 友 上 矩阵 集合 由 忒 唯一 确定 ， 
于 是 我 们 证 明了 
定理 24 ARAF htk EA 在 如 上 与 一 个 且 只 二 
一 个 多 项 式 | 
9f;(a)*e, e, pin, (40) 
8,128 Imeuu2m0, i=], s k 
83 & sp E og B dedg 4, Aum 项 去 是 首 一 不 可 约 多 项 式 nm) e, 
Pa(a) 09A, A 的 家 小 多 项 式 是 m plo pae) eple, 
这 组 多 项 式 (40) 是 4 在 相 伺 (在 六 .上 ) 之 下 的 全 系 不 变 式 ， 称 
» 425^ 


为 4 的 初等 因子 集 人 台 、 HDA enPBACÓBBERS EUIS XS UBER IS A 
的 准 妆 有理 标 准 型 用 “ 准 素 "这 个 词 古 因为 用 了 不 可 约 少 项 式 的 
JE. 有 用“ 有理” 这 个 词 吓 因为 分 析 中 只 用 到 域 了 中 的 有 理 送 算 ). 
推论 1 nxn EARE ARRA aF F R 
(—1)» &. 
证 明 AANB, 矩阵 B, B, 的 直 和 的 特征 多 项 式 是 B, 
… B, 的 特征 多 项 式 的 葬 积 .但 是 根据 定理 15, 友 年 阵 Cy 的 特征 
HM, 除了 符号 和 外， 就 症 fz). 这 两 个 事实 同 定 理 一 起 还 明了 
推论 1. 
推论 2 方 隆 的 特征 值 有 是 它 的 极 小 多 项 式 的 根 ， 
证 明 因为 极 小 多 项 式 和 0) 可 整除 特征 和 多项式 , 所 以 向 小 多 - 
项 式 的 任意 根 都 是 特征 多 项 式 的 根 , 因素 也 是 特征 报 ( 特 征 人 以). BE 
过 有 来， 根据 推论 1， 特 征 多 项 式 的 任意 根 一 定 是 某 个 初 牧 因子 
p, Ca) i [V] AR, BIER BOE FI, 它 是 mO) BR. 
例 具有 极 小 多 项 式 (+1) 3)? 的 任意 6x 6p BRIBMÁ 
与 下 列 友 什 隆 直 和 之 一 相位 : 
Crn CDC rtD Ors ay, 
C a DC cs COO Less, 
Cra DO ua, Cra 
8$ — FAR E R T ER 2E C^ Dat $8 5, — RPRDE BASSE 
征 多 项 式 都 是 (x? 十 1) (--3)*, 
在 复数 域 上 上 ， 首 一 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 多 项 式 x 一 1, 其 
中 A 是 标量 .利用 这 个 事实 , PT RUBER, 或 者 更 一 般 地 , 对 于 极 
小 多 项 式 蚌 线 性 因子 医 的 霓 积 的 尾音 矩阵 ， 可 以 构造 出 不 同 的 标 . 
"Ex. 
这 有 财 , 定 更 23 中 的 每 个 ?循环 了 空间 2 将 有 TET AD, 
ABA Aem, e 为 正 整 数 . HT Z. bE ga «T. o, 
- $26 * 


aT, 象 定理 24 那样 , T 8TH] (r—A0* Bo ACORBEEGE UR. 200—227 
E, IRAE Bia Bimal, e, Bemal, HORUIT—AJ. Hl 
Add pi 是 Q&T! ja EA aT'(cj—1)83E4- £x EH fr. BTVA 
SE B. e Be 也 是 Z. AHERE 25 T GERÜUT EIS E 8; E83 
效果 , 注意 
PT =P = UAA) = do d at. 

m jene By, A ATS ABar B i j= eki, 则 有 =D, 
PT =A P; WER TRHA T npHIABEE 


A: 1 ü 
A 1 
0 Ai 


KER, YHT Æ AT Mir EE ARAE EAR EBJE 
EE ADAE As LEON HAE Eod — 4604 fü£& EA a L, fh 
TEMES. PFERD GF Xx (Jordan)sg i£, 

kno 1211 .E xh 280 B9 ARNEE 24 h 1H Ac ABENDS 
组 基底 , 则 我 们 得 到 

定理 25 如果 拭 等 4 的 极 小 多 项 式 在 域 丰 上 分 解 成 线性 因 
FZE 

mx) OA dt, (41) 

其 中 Apen 4; 是 不 同 的 ， BA KRGÓFELS5-—q4RBLABE dX 
若 当 气 阵 的 真 和 和 相似， 这 个 直 和 和 至少 包含 一 个 属于 特 证 根 【 特 征 
15 )À, f e, oce, ag GS AB RR, ROB IROH E X 85 3g CROE B B BG, 
Tjak CR AER) A. 

Eo EA ARE A. 出 现 的 个 数 是 A. 作为 4 的 特征 多 项 式 
AJA EJ ERA. 
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EB SUE quU SEqIIABEEBSEDCÉEH. An St eA AR ESI 
RIAIR HJY BEE iX RREDADÉNROU.A EG» nR 
9i. EHAR RAR LAERE. IbGf. GER BG WdEH 
初等 因 了 集合 确定 的 , 特别 是 ， 刀 果 (41) 中 的 所 有 的 e 都 是 1 而 

EL EUR TEX EST, E pp TET e AST fü p pe, HET fex CX AE As rns 
Ar. 于 是 , 定理 22 的 排 论 可 作为 上 述 定 理 一 种 特殊 情形 . 
推论 taema hant a Em. 
习 题 
1l. EERROR E, XiT vd M k H EDO RDBEBUTE XD Enn. 
(a) 5»x«o ER, Bod se DA E Gx— 1)*, 
(b) 7x7 SB, Ar e UE SS E (Gn — 2X — 1, TE GE EN Gt — 2). 
(z—1)2* 
(c) 8x8 e, Bob c SN AE G4)? r8)? 
(d) 6x6 ER, IEEE SS AE Gn — D (z*—1), 
2. HRA FAA EE AERE, 列 出 所 有 可 能 的 游 当 标 淮 型 ; 
(a) (x— Àj)? (z— A,*?, 
(b) (x—À,)5(z— A21, 
(c) (x— AD Gr— AQ? (z— A), 
3. iE HIR UB B n Sex 28 AB PE Son E SUCHE B ME RU. 
4. (a) WEH. SLIRIMERUERBSH ES -— zm Si EW, 
(b) RETLA EE, 

5. (a) 两 个 泡 利 (Pauli) “PERE M AR fb ST= 一 了 DS, sT, 
FRERE AE. 证 明 : = LST E RE rE, 并 满足 TU——UT, 
U'—I, 


i Ü 
(b) iB: 如 果 3 是 2x2s8pe ROS (^ — 相似 ,并 并 对 于 这 组 


Ais, 7=( ELI 是 基 数 . 

*6， 用 §10.9 的 方法 证 明 : 任意 线性 变 痪 人 :FF de V 2 RS UG T- 
Efa e, (20) 的 T- 特 环 于 空间 的 直 和 ， 这 里 fiò Lf OD G2, n, 
T), Wi E. fi GO JE P BS S Xx, 
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第 十 一 章 布尔 代数 与 格 


SLI 基本 定义 


我 们 现在 将 从 近世 代数 的 观点 更 严密 地 分 析 “ 和 集合"{ 或 类 ) 和 
子 集合 "的 基本 概念 ， 这些 概 念 在 81. 1 中 已 有 过 简短 介绍 . 候 
设 工 为 任意 集合 , 而 X Y, ZI. wind EEDI, X, 
了, 多 三 个 是 位 于 了 中 的 全 等 的 互相 交 
到 的 圆 形 , 如 图 1 的 “ 维 因 CVenn) 图 ” 
所 示 ， 

SDEGLY PT. MAHENI 
AREY B, müde XcCYOE YO 
X). XXX ERO X “BE” E 
Yn, ` E 1 

fuc JS RUE E fI KERA, HAEREA AUGE 
BATE. BAKRE: 困 为 如 果 互 的 每 个 元 素 在 了 
中 ,并 且 了 的 每 个 元 素 在 名 中 , 那么 显然 下 的 每 个 元 素 在 2 中 . 但 
AE. 包含 关系 不 满足 对 称 律 。 反 之 ， wR XCY HYCX, WAX 
和 和 了 一 定 包 含 同样 的 元 素 , 因此 X —Y. 

由 括 起 来， 集合 的 包含 关系 与 算术 的 不 等 关系 都 具有 下 列 
性 质 : 

EEG X—UX,HXcx. 

Aii o Ani XCY H YCX, BA X—Y. 

传递 律 Ag XCY H. YOZ, BA XOZ, 
18i, 08 FR E BRA XY, FE XCY, 就 是 了 CX” 过 个 
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fi li XE IER. 

因此 两 个 集合 也 和 了 的 包含 关系 有 四 种 可 能 的 方式 .一 和 神 可 
HE XCYJEHB. Y CX, 在 这 种 精 况 下 ,根据 反对 称 律 有 六 = 了 .为 
一 种 可 能 星 XcF 得 不 淇 是 了 CCX， 在 这 种 情 沈 下 , RAXA E 
AE Yh, HRE XY R FoX, 我 们 还 可 以 有 了 CC 了 但 不 满足 
广 CC 了 ,在 这 部 情 沈 下 ,说 对 真 包含 了 ，、 最 后 ,我 们 有 并 不 十 XC， 
也 不 是 了 CC 习 ， 在 这 种 情 训 下 称 疏 和 了 是 未 可 比 的 ， 由 于 不 可 比 
集合 的 存在 , 才 使 包含 关系 不 同 于 实数 间 的 不 等 关系 ， 

已 知 集合 了 的 于 集中 不 仅 有 包含 关系 ， 而 且 可 以 通过 两 种 二 
元 运 筑 "并 ”与 “ 交 ” 把 它们 联系 起 米 ， 这 两 种 送 算 类 位 于 普通 的 
"Jm" 3E". APRE EA E UEM 6E B 3 EDU UB ZR 
(George Boole, 1815—1864) E El p, B dk— E a SEEN SR »r 
了 集合 代数 的 理论 ， 

Je THE X TRY Bx GautfgpXDQY) uw BETE XD Xx EY ris 
KAENA MRA dE OXORPY Bp OCE XUY OE Xy dX 
或 考 在 工 中 或 者 间 时 在 两 个 信和 台 之 中 的 所 有 泡 素 的 集合 ， ff 
“站 "和 “U "分 别称 为 “ 求 况 "运算 和 " 求 并 ”和 运算. 

最 后 ， 我 们 用 X GERIEAX ORR TEX ris Po oco S 
集合 ， 例 如 ,了 是 空 集 儿 , 它 不 包含 任何 元 未。 这 是 因为 我 们 所 考 
EHAE P BST A. 

集合 的 代数 运算 可 以 通过 图 1 的 维 思 图 加 以 说 明 . 在 这 个 图 
Hh, X, F, Z 是 三 个 交 钨 圆 形 的 内 部 ， 这 些 区 域 在 正方 形 了 中 的 组 
d "T LL Hi 3& 23 ü9 BH ZO BC d ce xe os. 例如 了 是 了 的 外 部 ， 
XAGU ZER 88 RS bi. 


J 题 


1， 基 了， 名 有 的 维 思 图 把 正方 形 分 割 成 八 个 不 交 全 的 区域 ， 用 X, Y, 
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Z 的 代数 组合 注 明 每 个 这样 的 区 咸 ， 
2. TEE ERI EIS FA AK E m EE: 
ADUAN, aur'n2z. 
OXUYDoUZ. 
3. igo MEJEES LAE SABUDOECISUL REA, Dune B 347; p UD fe eo 
3r B: | 
(a) (X'UY'-XfY, 
(by X'UY'-(OXUr)», 
(c) CX UD N= XU ZA T, 
d) XUI Z'-Our»nz. 


811.2. 定律 : 同 算术 定律 类 比 


我 们 现在 略为 详细 地 搞 述 一 下 集合 代数 与 普通 委 术 之 辣 的 类 
QJ. FHEARRA. "D. U ”和 普 首 的, o "c IE 3E (CI, 
由 下 列 定 律 作 部 分 的 描述 , 这 些 定律 的 正确 性 是 显然 的 ， 

壬 等 律 X(X-—X 和 XUX-X. 

交换 律 XOY-YünX 和 XUY-YUX. 

结合 律 Xnanz)y-aonrynz 

和 XUIFT UZ XLT)UZ. 
分 配 律 入 人 (了 US) 一 (XDNY)U (XNZ) 
和 XU(OnZó)-oxunaxuz). 
显然 ,除了 笑 等 律 和 第 二 分 配 律 之 外 , 所 有 这 些 定律 者 与 大 家 所 熟 
悉 的 “. ”与 “十 ”的 性 质 相 对 成 ， 这 些 性 质 在 第 一 人 前 已 作为 公设 
£8 1H. 
下 面 的 基本 定律 把 交 和 并 相互 联系 起 来 , m H ipse, JI RTT 
相 容 律 ACY, XNY=X UH XUY -Y RZA &(tdc HH 
价 的 . 
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还 有 , TEHO, OMHE TIR RE: 
ERO ØCICI *À—U x, 
x N=% Jminx-x. 
并 CGUX—X fn UXT. 
机 三 个 交 和 并 的 性 质 与 普通 算术 中 0 和 1 的 性 质 相 类 似 . 

B. 了 面 三 个 新 的 定律 把 交 、 

E33 X()X'—0 M XUX'— 

对 偶 律 CXDOY)—X'UY' 和 Un'-xnr. 

对 合 律 (Y =X 
Ande X^ WERTE 1—X, PM XX —X, JPA RIMERNI A BEEF 
普通 算术 定律 相对 应 . 

下 述 定 律 可 以 用 各 种 方法 证 明 . 第 一 ， 我 们 可 用 将 殊 例 子 递 
xb ds EFE SU] tH 
由 提货 子 一 个 合适 的 例子 ， 如 时 
Xn Y zr nXEES 2 rn ze B ERU 
IDE ESAE. MARATE X" Fi 
HKF EAR BU EHE, SHE DOE Y" 
EHEH HiH HAR. 那么 干 字 
阴影 线 的 区 域 就 是 X 间 玉 .由 右 图 立即 看 出 , 这 个 区 域 是 并 XUY 
Bh. 这 就 是 第 二 对 侦 律 所 描述 的 .就 我 们 的 党 识 而 言 ， 可 以 承 
AX TEE, 但 是 , 数学 上 这 是 不 允许 的 , 因为 在 数学 推理 中 , 只 
对 许 演绎 证 明 ， 

第 二 , 我 们 可 以 把 工 的 元 妓 分 为 四 种 可 能 情况 来 考虑 ;《i 订 元 
SRHEAE X P X fE Y vr; GOSCSEKE X rip dE Y H; Gii)ocxé dE Y 
中 和 但 不 在 于 中 ; GORREN X BRABOIS YE Y (B. ed, {让 ) 类 元 
fe ANY mb BIERXECXÜOQYY 中, 不 在 X'UY' h; iii GE cx 
f£ECX OE) f Y' 中 , 因此 在 X'UY' 中 ， 再 看 其 他 两 类 元 素 , 也 是 
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这 个 情况 , 因此 我 们 看 出,( 瑟 站 7 了) 和 关口 下 具有 相同 的 元 素 , 这 
就 是 第 一 对 侦 律 ， 注意 , 对 于 两 个 集合 全 和 了 , 泡 末 的 四 种 可 能 情 
况 用 上 面 这 个 维 轧 图 的 四 个 区 域 中 的 点 来 表示 ; 而 对 于 三 个 集 
合 ,元素 有 和 八 种 情况 ,对 应 十 八 个 区 域 ( 图 D. 

第 三 ， 我 们 可 以 用 “ 求 并 "和 “ 求 交 " 运 算 的 叙述 性 的 定义 重 述 
这 些 定律 ， 例 如 , 考虑 分 配 律 . 这 里 

“b EXN UZ) m" Eds D Bde Xip X EY ue Z vp", 

"b CX Y)UCXQZym? ER 号 或 者 既 在 卫 中 又 在 了 中 ， 

或 者 既 丰 下 中 又 在 多 中 *. 
EERE Me, 又 …” 及 “或 者 …， 或 者 …” 的 通常 用 法 ， 稍 微 “ 翻 
译 ” 一 下 就 使 我 们 确信 这 两 种 叙述 是 等 价 的 ， 分 配 律 的 这 个 证 明 
XU], 集合 代数 中 的 定律 怎 尽 翻译 为 “ 既 …, XL, "LIE e 
词 的 性 质 . 如 果 我 们 假定 这 些 性 质 是 基本 的 , 那么 象 我 们 进行 平常 
的 数学 推理 那样 , 就 能 从 这 些 性 质证 明 上 述 所 有 关于 集合 的 定律 . 


zJ 题 
1， 用 纵 思 图 验证 分 配 律 . 
2. Hime LAR SLE ZEE ft AATE, 
3. HAERERAA A UE-e, X7 Ux, e dE" SEL 
HARE, RA XH B. 
4. (a) TEAEZRPu-T JE Rn NR XGXXEE,. BEETA npe TS 
dE. RIBER E obf ims 
tib iH —eE,. CERAH OLI —4-Dx 
AR. 
(c) LuEH]: PFERDE, EATE RA ERU Gd 
T. 
5. LER: n I WRyse n3E DS TEILE] DAL 29 SEPERISE ZETRJE IB, 
§， 在 机 容 律 中 ， 用 * 必 弘 性 "和 “充分 性 "代替 “ 锻 价 ”而 得 到 六 个 推断 . 
证明: 有 三 个 推断 对 了 于 满足 a, yal 的 尖 数 和 8 是 成 立 的 ， 
à 地 了 3 。 


7. TEJRE 6 p, 如果 名 用 数 0 代替, 了 用 数 1 CB MAg, 的 交 和 并 
前 性 质 中 哪些 是 不 成 立 的 ? 如 时 瑟 用 1 一 2 代替 , Y'Hi-ydM. 3802.25 
Fathy jE pup TE EA ia hgt 

8. WER: 对 了 的 任意 子 集 X,Y, XCF 48A x UF, 


81.3 布尔 代数 


我 们 不 再 关心 由 基本 逻辑 法 则 来 推导 上 述 代 数 定律 ， 而 是 把 
这 些 定律 四 最 基本 的 定律 作为 公设 ( 象 第 一 章 中 的 算术 定律 那样 )， 
控 后 再 从 这 些 公设 导出 尽 可 能 多 的 有 意 头 的 结论 尝 ， 因 此 ， 我 们 
现在 用 稀 微 不 同 的 记号 给 出 基本 定义 ， 用 这 些 记 号 是 为 了 强调 这 
些 公 设 可 以 用 于 不 同 于 集合 的 共 仙 对象 . 
ES 具有 下 列 性 质 的 元 素 包 b e ot 4 BART 
代数 : 
(i) BRATARA E) AVON 形 ) 它们 满足 
FFE AAAA A 
交换 律  a/xb—b/Xa, aX b= ba. 
结合 律 a/Xb/c)—(a/Nb)/Ae, - 
aN/ (DN 6) (aV b) e. 
(1) RB ERBAA kA 
a/N(aN/b) —aN/Ca/Nb) —a. 
(Hi) a Aia X E+ Ta 50 
aA LBE) = Ca ADY Ca/Ne), 
aN/ (b /se) = (aV b) / Cao). 
(iv) B 86,4 3 IK 侣 ,了 它们 满足 
Of/va-—0, ON/a-a, 
I/«a—a, Iasi. 
(v2 BAERI- AEAN ard, E ibid& Vd 5 md 
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G/NG —O0, ava —I. 

当然 上 述 所 有 定律 都 假定 对 一 切 9,8,$EB JE GOES. 

利用 这 个 定 交 ，8 11. 1 和 8 11,2 的 结论 可 以 概括 为 下 面 的 
命题 . 

定理 1 在 交 , 并 和 和 补 三 种 运算 之 下 , 任意 集合 本 的 全 体 子 集 
构成 一 个 市 尔 代 数 . 

汶 了 更 有 选择 地 说 明王 述 这 些 公 设 的 意 交 ， 我 们 现在 描述 见 
个 合子 ,在 这 些 例子 中 , 有 一 些 公设 成 立 , 但 不 爹 都 成 立 . 

例 1 设 工 足以 % 维 欧 儿 里 得 矢量 空间 CS 7.30) 的 子 空间 为 
元 素 的 集合。 这 里 定义 5 和信 T=S0NT 是 8S 和 了 的 交 ,S8VVT=S+ 开 
是 仿生 的 线性 和 ，Q 是 零 和 拓 量 山 了 是 整个 空间 ， 是 子 空间 S 
的 正 诡 补 空 间 ST, 

那么 , 2xi CD, Gi, GVA GO HUS. IBXEARALER Gi) T S 
E. 《例如 , 设 S, T, U Sa EE mi Eg C, 0), (0,15, CL, DSE EX BS 
子 空间 ,) 

例 2 设 工 是 以 有 限 群 人 的 正规 子 群 于，NW，…' 为 元 素 的 集 
4. VEMAN-MÜON 是 代入 的 交 , 而 有 YN 一 HN 是 由 所 有 
eBlrg(xCM, yCN)£B IR B S. WAMAN 和 MVN 都 是 G 
HETTIE. WE ORRAK LOJ ERGER, WABA 
GDA —8E EDT iB RE, BARG, Gif Gv) EUR. 

因为 例 18048] 2 中 构造 的 系统 都 满足 公设 (和 和 (i 让， 所 以 它 
们 在 下 述 意 站 下 是 格 ， 

定义 ”如 果 集 合 工 有 两 个 二 元 运算 多 八 和 YY， 它们 满足 罕 等 
W, ARE ai, HRALA kD MALA- AE, R 
MEZ phit a A o ett Cii), IA LS: 3 BR. 


TA BREAN mee), Vin SEABSROGJRCOobO, REAR. 
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例如 , Su JR FCR de xe ÉD ERO efr Loyer us 880, 3- Hm BUS 
零 的 集合 可 以 忽略 不 计 ， 那 么 集合 工 在 交 和 并 运算 之 下 是 一 个 分 
配 梧 . 再 如 , 在 所 克 正 整数 的 集合 Zp, mE mAn mAn 
HRSA T, mn Eemi n auDA, MA Z 是 一 个 分 
fu. 

上 上 而 作为 公设 的 各 种 定律 有 很 多 有 趣 的 代数 结论 ， 我 们 现在 
来 推导 其 中 最 简单 的 几 全 ， 

结合 律 和 交换 律 的 作用 已 经 在 81.5 中 研究 过 了 . 结合 律 实 
际 上 总 味 着 我 们 可 以 不 用 括号 来 组 成 多重 交 或 多 重 并 ; 交换 很 总 
BRA. 在 内 含有 或 上 只 含有 六 的 表述 式 中 , 各 项 可 以 按照 我 们 喜欢 
的 任何 方式 排列 . 

连同 上 面 的 定律 ， 第 等 律 的 作用 显然 是 大 许 我 们 消去 重复 出 
现 的 项 一 一 上 只 留 下 一 个 已 知 项 , 其 余 重 复出 现 的 项 全 都 消去 . 概括 
起 来 我 们 有 

51 设 了 和 9 是 由 符合 和 和 所 有 字母 g, 9 《可 能 有 
FPE) 构成 的 两 个 表达 式 ， 那 么 由 界 等 律 、 交 摘 律 和 结 各 
律 可 推出 了 一 多 3]T OUR / NEAR, E GE de BHO x, 

VEN ET PS i-—1,2,-, n 的 集合 , 我们 可 以 不 含糊 地 用 


分 别 表示 所 有 a 的 并 (join) 和 交 (meet). 这些 记 号 类 似 于 代数 
ji Xl. 

再 有 , 我 们 从 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 出 发 ， 可 以 用 归纳 法 象 
81.5 那样 导出 一 般 分 配 律 如 下 
,*456- 


g/NGI V 7 Nga) = GAON SV OAI 
ENAN INEO = GN go Ies ANEN Yn) 
(ENEN Em A VV IBS 

一 (zz VON EmA ge 


习 a 
Lo HEA EHHE: 


(a) TEER, sA Vin M (2 Ay, 
= i- 


(b) 在 任意 布尔 代数 中 ， (Y) -= ^x. 
. {= il 
*2. BUBIAMSIEANWEUR: 在 任 半分 配 倍 中 ， 


V s JA ")- V l V e|. 

3-1 jet i=]1|L j=L 
3. RAMES: Y a>l 时 , b» ELTA, EU JL 2 BER 
4. WEB]: iG n eeitbp, 例 2 定 多 了 一 个 分 配 格 ， 
5。 证明: 四 元 素 群 的 所 有 子 芋 组 成 的 格 不 是 分 配 格 . 


, $1.4. 其 他 基本 定律 的 推导 


我 们 指出 ,上面 列 出 的 关于 布尔 代数 的 公设 可 锥 出 $11.1 和 
811.2 中 讨论 的 集合 代数 的 其 他 共 亲 公式 ， 例 如， 它们 可 推出 0 
和 了 的 唯一 性 , 这 些 我 们 并 没有 假定 过 . 

BE? 在 任意 布尔 代数 中 ,恒等式 GAY 一 G dea xc 
-y r) 中 每 一 个 都 可 推出 a-O,. sPAEGedp, EEA BV 二 0 和 
4 六 Y 二 (对 一 雪人 w) 中 每 一 个 部 可 推出 2 二 了 ， 

证 明 ”如 果 对 所 有 zeaANz=a 那么 畦 别 有 a/NO—a; 但 是 由 
(v Y a/XO—O, 因此 a—O, EE, WEIMA x, a Naz —2. 那么 
a VO —0; 1B JE f Civ fp aN/O =a, AXA a0, I RjPE-- PERS 
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HEER IEL, 

引 理 3 sp&edéevÓ5xndéaba/sb-—aXxsSEImSab 
b. 

证 明  Ap5baVb—b, 那么 根据 吸收 律 (ii?， 有 eaA 人 AD- 一 ate 
V5)- BE 区 之 ,如 果 a/Nb—a, WI abs Co Ab Vo, PRG AS 
Ta dit, ab — BN Cb Aa) 一 了 ,这 里 最 后 一 步 玉 用 到 (i 计 ). 

推论 ”在 布尔 代数 的 定义 中 ， 条件 (iv) 可 由 下 列 公 设 中 的 性 
4p— 4458. 

(iv) 对 一 切 x, A c /NO — O0 da x NI sI, 

(iv) sp— im x, OX x —x 4a I /x — s. 

上 面 给 出 的 布尔 代数 的 定义 没有 提 到 包含 关系 ， 凤 使 包含 关 
系 蕊 所 有 概念 中 最 基本 的 ， 我 们 现在 来 定 针 这 个 美 系 ， 并 由 上 述 
公设 推导 它 的 基本 性 质 ， 其 证 明 重 述 相 容 律 ， 相 容 律 的 一 部 分 已 
经 证 过 了 , 如 上 面 引 理 3 Hou. 

定居 定义 GD 是 指 gAb 二 ,或 者 措 中 WD 二 Bb! 根据 引 理 3， 
3à 9 Lid E M), 

引 理 4 AERP, X & ab o3 E OB Adk. aiki ii 
xi. 

证 明 ”因为 a/«a—o, 所 以 对 一 切 a, 有 asa, iXSRUESH PO 
Ii. PA, H asb bsa 可 推出 

a—a/Nb—b/«g—b, 
这 就 证 明了 反对 称 律 . Run H asb indbo dE H a—a/Ab 
—a/A(b/Ac) —- (a/Ab) /se —a/Nc, IE ssce， 这 就 证 明了 传 
递 律 . 证 毕 

吸 忧 律 的 作用 在 上 面 引 理 2 和 引 理 3 的 证 明 中 已 经 显示 出 
k. PFERDE PESARA AmE HIER T E. Ard 
结合 律 可 推出 筝 等 律 : 因为 吸收 律 是 说 , 对 所 有 zs A acea 
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Vz) Wt z—r/Ay, 我们 推出 ; 对 所 有 和 y, A= rIDSNVVGZN)T: 
T£ Ez FH B I NV C Ian) mx, 于 是 我 们 就 得 到 x =r Ae 
HERERO esee baH, 只 须 把 人 和 五 换 . 
3| 理 5 在 任意 分 配 格 中 , 由 aX r—aWVgy do a/Ncc—a/sy— 3 
可 推出 x— y. 
证 明 通过 等 式 替 搞 , 并 逐次 应 用 玻 收 律 和 分 配 律 , 我 们 有 
全 一 和 人 CrzVa = z/ACN/a) 
=A V Na) (IN y Aa) 
=y Aa Va)= yA GN a) =y. 
现在 我 们 回想 一 下 求 补 运算 sca 满足 
a/Na'—O 和 eye —I. 
但 是 任意 满足 aA —O 和 awz= 工 的 元 素 z, 根据 引 理 5 它 一 定 
ME r—a. fid. e 由 布尔 代数 定义 中 的 互补 律 (Y) 唯 一 
确定 .我 们 现在 证 明 补 集 的 其 余 性 质 ( 对 侦 律 和 对 合 律 ) 在 尾音 布 
尔 代数 中 也 都 成 立 . 
引 理 6 在 性 意 布尔 代数 中 ,我 们 有 
(x) =g, (z/Nq) Vy ON go» mat Ay. (1) 
证 明 “zx' Re RR XI ER a eE "Aes. 的 补 ”， 
xk I 29 2! /e — x /Iu'—030 a Nx I. 但 是 我 们 刚刚 证 明 
过 补 是 叭 一 的 ， 因 此 z 是 x BgME— (T FEl —z. BEL HR 
354 Ro GU 
(Gru) AN ENY 9 GNg IAN GANY AY) 
— EG/AgD Ag TN GHAO) 
—[OAg]NV/O-—O0NO-:0. 
Gr) V GIN y!) 9 (Gia Na DANG Ny!) 
— UN y A VY VY) 
=] NUN. 
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这 就 证 明了 ww Vy 是 wy 的 补 ， 因此, BEBISTPRUNE— TE S Vg 
—(z/Ag) 是 z/Xy BUR. Tàu GOV) 一 Ay 可 以 类 似 地 
证 明 . 

推论 9] Sob Y Le oic oo rp HE iS bv EVEA C0 
TA bed eg d$ 5) HRS deik X Od. Tx qm d aA X p AVEA 
DAER, bae AA dÉ KH be LK, dedRÓRODGE CE 4 65d 
AH. 

Hän, REAM, (ADV GAW 的 补 是 GNVyDo/N 
CaN w). 

WEER — XUJREE CLARA, F PEEN Tren OE Bs dp ERE 
VIE 1, 252, 356 ETE ALI, 3X Dd 28 (2) =a, (0) m. dn A. 
HARRAN PA S WELTEN MARME DAE ETE f-—a/Nb 
wh f—eVvb, HH BUERA] f' a V2' X f—a AU, BERAR 
9 各 五 包含 的 字母 比 了 包含 的 字母 少 , AIE, Itre UB. 我 们 
可 以 慨 定 推论 对 于 9 和 5 REER. TIA Rk X f'—a NU 
或 了 一 4 人 5 h, 我 们 就 得 到 所 要 求 的 补 的 公式 ， 


习 B 


]. EUH; RER IE cV Xx 一? Dum, Gc Dome REI. 
HE 20-10 是 在 硕 尔 代数 的 条 件 之 下 。 
2. [TSHuEBA. (xVg)—zxM^g. 
3. (kf T Xr ZA: 
(a) (GG Ag), 
(D) (a VB) V Ce Va) V (BY c), 
(c) APY GADY (a Vg». 
4. WEB]: (GA) V r^y V Aa V ASI, 30 Pd BS A1 TEL fs e 
EE C Sg E. 
5. WEN: s= SHEAN GG Ap =ð, 
« 44D >» 


6. qrBiizfuitib (Poretzky) 定律 Cár t, s=0 LRH t= 
(zAU)V (2 AE), 
7. (a) 证明 : yar ERS Ayo, 
tb 证 明 : yer gaY wy gyg—l, 
8， 求 出 下 列表 达 式 的 补 :; 
(a) zVgVz', 
(2 GVgy VzOA(GV (Vx, 
(6) rV GA (GV ww), 
(d) (e V10' A GEN y^», 
9， 把 引 理 6 的 推论 的 论证 方法 应 用 到 表达 式 (zw Ag AOV GAY) 
E, JFR RE — 25 B E H3. 
10. HER; (eV 9) A V2) A3)VGRA2), 
11. 证 明 ; 在 任意 分 配 格 中 ,有 
Gr A30 V GAZ) V (Am) = lay A FYE) A(GNVa. 
12. REEN O, 工 的 格 王 中 的 元 素 a, WRT xL, dijaAr—O 
fRlaMVz—I, MAR o bathe. 证 明 : 4nd an b 都 是 分 配 格 的 有 补 元 
x, MA chda aV b 也 都 是 有 补 元 素 . 


811.5 布尔 多 项 式 的 标准 型 

在 前 一 节 里 , 我 信 已 经 研究 了 四 人 ,和 ”运算 构成 的 各 种 琢 

村 了 起， 这 样 的 表达 式 称 为 “布尔 和 多项式”( 或 "布尔 国 数 ) 显然 , 它 
类 位 于 普通 多 项 式 . 

我 们 现在 来 定 史 布尔 代数 召 的 子 代数 为 如 中 这 样 的 非 空子 集 

S: 如 杂 它 包含 任意 两 个 元 素 x My 那么 它 也 包含 AY EVY, 

Rw《 因 而 也 包含 O-—z/Ax3»1. SuEBBmB—4RESdJERTA X, 

那么 所 有 值 pn, n nS CIEXR CX ER IRL Rr d ERES BHAA 

X (iio T3. 同 群 的 情形 一 样 , 称 这 个 子 代数 是 由 于 生成 的 ， 

Piin, TE3£ —- 2638 « 生成 的 子 代 数 由 mx,0, I VUA TORO. 

这 是 下 面 使 人 感到 惊奇 的 事实 的 一 个 特殊 情形 : 这 个 事实 是 

» ddl. 


nk omce. cx 的 不 同 布 尔 争 项 式 的 个 数 等 了 于 2 MERTI 
来 证 明 它 , VLA GN, 

Fon gy, a) =La aN ONV YTV g AE) 
为 例 进 行 论证 . 

第 一 , 如 果 多 项 式 中 在 何 插 号 的 和 外边 出 现 撤 , 剧 乏 总 可 以 应 用 
AHAC $ 11. 4 的 引 理 外 把 它 移 到 括号 里 边 。 当 所 有 的 撕 都 移 
Say Ak BARI, A6 80A 4 n Li A E NE E BET Ur CE REL 
及 作用 在 它们 上 而 的 和 六 的 表达 式 ， 例 如 上 述 例 子 中 ， 

f-iz Az /ACGN2)1V GN). 

第 二 , 如 果 任 意 人 在 括号 外 边 ， 而 括号 里 和 包含 W， 和 那么 根据 分 
配 律 , A RT EU RHES E, Ste /A (Nb) 一 (cA) CADIE. 
结果 得 到 一 个 多 项 式 , 共 中 所 有 的 交 信 先 组 合 起 来 , 然后 再 按 并 \W 
ZR. ABEL Un XX T XUNG GEHEN 下，…, T. 的 并 ， 革 中 每 个 
T,(s—1,2,*«, &) Jk — Hed URB ACTOBISUZE. dE ETFI p, 

f —G' Az AN AN Ag) N Gr/Na). 

第 二 , PEREAT ARA M. 如 果 字 母 “c" 在 一 项 中 
HERAK, 则 可 略 去 一 个 “co ,这 因为 ec 人 e 一 ee 如果 带 拖 的 和 不 
带 撒 的 上 同时 出 现在 由 八 连 接 的 项 中 , 那么 整个 项 是 0, 这 因为 对 
一 切 钙 有 ca 和 ee — 0; [d CX — TEE Hr NE Bei X nb T EUER, 
Iaj- b, A OWY8 一 5B， 例如 上 面 的 例子 中 

f—G Az AN GN. 
现在 , dr AE — T 不 包 售 字母 6, 我们 可 以 写成 
T, —T, AJ —T./ASCONO) — (T,/A6)N/ CT, Ie), 
这 里 是 用 两 项 代替 T, h c 恰好 出 现 一 次 .例如 在 我 们 的 例 
子 中 ， 
f= AN E ADNYANA ONM G eI). 

最 后 , d D ep ERES RE L E EA, EE ETE A FRUI 
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序 出 现 , 例如 
f—G AA Va Ng A VT AA) 
这 称 为 于 的 析 取 标准 型 ;于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 引 理 . 
31 理 任意 r, eer EREATARA, 或 者 化 
Ó XGA CT. 的 并 ,其 中 全 具有 形式 
TAA Nn 《每 个 gr 或 2). (2) 
也 就 是 说 , 可 以 化 为 析 取 标准 型 ， 
因为 每 个 g; AARAA E, MURDAS T, tA 2" 种 可 
能 例如, 当 % 王 3 时 ， 性 意 布 尔 多 项 式 用 我 们 的 方法 可 以 化 为 站 
或 者 化 为 项 
z/Ag/Az, DAYANG ASAE, EAA R, 
TAPAR, AYAZ, e Ay! Ag, al /Ny fS 3 
的 其 一 个 并 .图 1 的 三 个 加 把 正方 形 分 成 八 个 区 域 ， 这 八 个 多 项 
XB ZR XXI CER, 这 个 事实 并 非 偶 然 ， 这 在 几何 上 意味 着 , 三 
^r Ell X, Y, 纪 的 任何 布尔 组 合 是 图 中 入 个 区 域 的 某 种 选择 的 并 ， 
象 (3) 中 列举 的 那些 莽 末 项 称 为 极 小 布尔 多项式 ， 换 各 话说 ， 
n AREE L e, La 的 祷 小 市 尔 多 HAMED, n mx) n 个 元 素 的 


交 人 to 其中 第 i NER gi 或 者 是 a 或 者 是 必 ， 于 是 我 们 就 证 


"HT 

定理 2 EECA tI, e, ax neTSAAGAGYGTOIÁ 
等 于 一 组 极 小 多 项 或 ( 记 为 S). 

HERREMA n hir E MS yga GRRE 


y; 是 1 或 0 BRR ETM = A g; gExnuxzgE. 2D, 


Hien: Min MYER m, n, m 的 极 小 多 项 式 的 集合 到 所 有 
P A S 


2^4- nr up BR IBS DEC BG 这 些 极 小 多 项 式 
FS pg n CM) UE 

111, Oll, 10i, 110,100, 010, O01, 000. 
另 一 方面 ， n MOT EUR TEC AE 9— (y, 3s, UU. Wn) EY, JEHR.H EX 


认为 每 个 布尔 多 项 式 V MGR, En) 3» p Fa Ea RH um 


集合 . 

And SC 是 由 那些 第 宇 位 数字 y = 工 的 二 进 数 组 成 ， 那么 
S, 将 由 那些 y; 0 的 二 进 数 组 成 ， 因 此 (参看 下 面 习题 9)， Pen 
CAMERAE UIUM GS, en So 的 集合 是 出 单个 二 进 数 a CM) 一 
dj05* 组 成 , ERA i TACE a; 是 0 还 是 1， 视 ;在 殿中 带 撒 
还 古 不 带 撤 而 定 ， 显 然 , 不 同 的 极 小 多 项 式 型 二 型 -要 用 不 同 的 二 
XEM. AE, 型 。 的 不 同 集合 中 极 小 多 琐 式 的 并 表示 工 的 不 
同 子 集 ， 这 就 证 明了 下 面 的 结果 . 

推论 和 罕有 2 个 不 同 的 名 变量 的 布尔 画 数 。 

我 们 现在 可 以 用 系统 的 方法 来 代替 布尔 多 项 式 偶而 的 运算 . 
任意 给 出 的 布 条 代数 中 的 方程 如一 Ba， 上 只 要 把 两 边 都 化 为 析 取 标 
维 型 就 可 确定 这 个 方程 是 正确 还 十 错 族 ， 


=J 题 
l. 把 下 列 各 表达 趟 化 为 标准 型 ， 
(a) GE VID A GI Aan', 
(b) (Gr Vy) A (y Vz) A (V az). 
2， 用 把 等 趟 两 进化 为 { 析 取 ) Bp TUB 23 25S TABA RE 
watt: 
(a) rA WYDTE (A0 V (2A 2), 
(b) mc Vo y [ey GV) 
3. 证 最: AER RÉCDUEGXOBOBORHEARSERN, CEEE “ESTA” Ar 
« 44d « 


"x. FEAA R IE 3S d US. ENERE TAR I XEAE S 
& Nr EM R EAA XE de WX ur E — ro RP HEP S XII 3E 
PAi ZI FOL Rot 

4， 用 习题 3 的 标准 型 检验 习题 218)} 的 方程 . 

5. HEBE; fe) Pb ETE XE 

fi go Uf GU, D Ae ^w1V Lf I OO A^ ^g] 
YEO, DAZ Ag]1V Lf cO, O Ax A y' 3. 

6， 证 明 : 民意 两 个 不 同 的 极 小 多 项 式 的 交 是 O, 

7 和 根据 一 般 分 配 律 展开 了 工 一 (za Va) Are A GuV xu, 来 证 明了 是 所 有 
T dos IR EMRA E v 3E. 

8. 由 习题 7 fx; xA XEWEUH: 每 个 各 是 所 有 那些 第 i 项 为 如 的 极 
ze mix ig3r. 

9. (a) ik V Ma oRAES A pø RTA IINE Ta JE. 证 明 : 


(v uy a )= V A, 


(yaja ae) yan 
A B AnB 
(b) WEA: inigdgT 1E XO4E o RA uH BUSE V Ma& 0, 那 


A LEA ATAR. 
*10。 利 用 习题 ?7 和 习题 9 证 明 : (yu)-y Me GET: im H 
A At 


$11.4 8]E 6.) 
*]1. 只 用 习题 8—10 独立 地 证 明 ; du T AUR ERI ELS BER) d 


APH, 


8116 x F 
前 面 很 少 用 到 “包含 "的 自 反 律 , 反 对 称 律 和 传递 律 , 然而 这 些 
定律 是 所 有 定律 中 最 基本 的 ， 因 此 可 以 拒 它 们 应 用 到 许多 韭 布尔 


代数 的 系统 中 去 ， 
。A45 。 


例如 , 对 于 一 个 集合 的 所 有 子 集 组 成 的 系统 , 这 些 定律 显然 成 
立 , 这 些 子 集 是 按照 任意 特殊 性 质 来 划分 的 ( 记 作 呈 或 扎 )， 例 如 ， 
这 些 定律 对 于 任 写 群 的 全 体 子 群 (或 者 爹 体 正规 子 群 ! )， 对 于 任 
章 域 的 侈 体 子 域 ， 对 于 任意 线性 空间 的 金 休 子 空间 , 等 等 , 都 成 
立 一 一 即使 所 有 这 些 系 统 都 不 构成 布尔 代数 ， 这 些 定律 对 于 实数 
ZH TRET RA <y HETTEMGICIMIUHRGUR in 

等 , 也 都 成 立 . 

这 些 例子 镁 示 了 *“ 半 序 ” 这 个 抽象 丢 念 . “ 半 序 ?是 指 任意 满足 
自 反 律 , 反 对 称 律 和 传递 律 的 关系 

定 一 个 具有 二 元 关系 所 的 集合 P， 加 有 果 玉 个 英 夭 满足 自 
友 律 ,反对 称 律 和 传递 律 ,那么 称 卫 为 半 序 集 . 

对 于 这 种 类 弄 的 任意 关系 ab ORE baaa), 我 们 可 以 定 
义 Ga<8 HEEE: <b 但 atb; 而 当 a<5， 并 且 没 有 能 满足 
a-ux-—b,xxaBI$RO S Xa, 

T5545, 任意 格 可 看 作 一 个 半 序 集 ( 它 的 完整 含义 将 在 
T- BID. 

引 理 EEEF, deR X E ay UpEEGE GR x/Ay—c l i 
于 xWy-—y)58 Zix4 Xx g eA, 

AUR TRAP S63 DUCENE SERT CUBES; DB Hz Moe. Rgp 
的 每 个 元 素 用 小 圆圈 表示 ， 如 果 ac-5, MIR a 的 小 网 图 画 在 对 
应 58 的 小 圆 图 之 上 ， 然 后 对 于 a AA b HRE, RITA afl b m 
一 条 下 降 的 直线 ， 我 们 可 以 从 图 上 重新 构造 关系 o>5, 因为 ab 
当 且 仪 当 在 图 中 从 5 踢 发 沿 着 菜 些 上 上 天 的 直线 段 稚 到 a 

例如 ， 在 图 3 中 ， 第 一 图 表示 四 元 素 群 的 所 有 子 群 组 成 的 系 
统 ; 第 二 图 表示 三 点 集 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 ; 第 三 图 表 永 数 
1, 2, 4，8 在 整除 关系 之 下 组 成 的 系统 ， 共 他 下 个 是 随便 构造 的 ， 
它 告 诉 我 们 怎 笠 具 通过 画图 就 能 构造 出 抽象 的 半 序 集 . 36.7 中 
* d4s5 ^ 


图 3 1E 1: 75 HEHEA TRET RH BET. 
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A ES,TYE4EXCEOE dE B, RARER KARHE 
BEACHTE EEES ZARR REAO. AE, BER aD GE 
X IPPE FEE ZEE RE UE IER MET r, 当 每 处 的 asd HARHAA 
关系 aceb 来 代替 上 时， 通过 一 系列 同样 的 推理 仍然 可 以 证 明 它 成 
AE. BRZII iX db 

对 惕 原理 在 每 个 半 序 集中 成 立 的 任何 定理 ， 如 果 把 定理 握 
这 中 的 所 南 符 号 所 都 与 人 第 号 莹 至 搞 , 那么 定理 侨 然 成 立 . 

这 里 机 强调 指出 ， 这 个 原理 不 是 其 于 半 序 集 的 通常 意 久 下 的 
定理 , 而 是 关于 定理 的 定理 . 因此, 它 属 于 “元 数学 "的 范畴 . 


| =] En 
I. Pm, 图 3 中 的 第 二 图 怎 樟 表示 了 三 点 集 了 的 所 有 子 集 的 代数 . 
2。 画 出 下 列 各 半 序 集 的 图 : 
(a) pug es BOO T e b IG, 
(b) 12 阶 循环 群 的 所 有 子 群 的 集合 - 
(c) 四 元 数 群 的 所 有 了 和 群 的 集合 . 
(d) 整数 1, 2,3, 4, 6, 8,12, 24 在 整除 性 之 下 构成 的 半 序 蘑 . 
(e) 54 阶 循环 群 的 所 有 子 群 的 集合 . 
(f) 模 40 整数 的 环 Zao 的 所 有 理想 的 集合 ， 
3， 证 明 ， 21882 的 (0)，(e)，(f) 各 部 分 的 半 序 沫 在 适当 规定 的 音义 之 
下 都 “ 同 构 ”. 
4、 下 列 集 全 中 哪些 是 半 序 焦 ? 
(a) 实数 域 R 的 所 有 子 域 , 在 包含 关系 之 下 ， 
» 447 


(b) Brix (m bán, bel, bO DERBE asa bb, 

(c) Bp frsWEe x Oa, b), WR (a, b)-m(a', b) HERRERA ana zu a 
—a. jtH be, 

(d) 所 有 实数 对 人, 50), mE ia, DE, RAB E amat bump, 

(e) LLAnSERLHUDDUR T MERS, 在 包含 关系 之 下 ， 

(f) F[r] TARAFTA, iMi fOr)xgO00) 的 意思 是 for) 可 整除 
gx), 

5. PERAR R ab 的 元 素 系 统 ， 关 系 acb id ERRA EE 
(a-a KIAR, 证 明 : 如 果 excb BUis Hd ik ocb wA a—b, 那么 
集合 总 灶 序 集 . 

6， 证 明正 证 中 叙述 的 引 理 . 

7. (a) WE: 811.3 的 例 1 中 ， 格 五 是 通过 子 空间 之 辣 的 各 澡 世 含 尖 
REE. 

(b) 叙述 并 证 明 : F 8 11. 3 (8[ 2 的 一 个 类 位 的 命题 . 
(c) WEA m| n oexE 2, Ax DE E EE ERRARE SL 那么 A 和 和 都 党 味 
28 d zT 


$11.7 i& 


相 容 性 原理 指出 怎样 通过 并 和 交 来 定义 包含 ， 现 在 我 们 反 过 
来 说 明 , 可 通过 包含 来 定义 并 和 交 ， 也 就 是 说 ,zz 是 既 包 含 x 又 
包含 # 的 最 小 集合 , 而 zAg 是 既 和 包含 在 * 中 又 包含 在 中 的 最 大 
集合 ， 这 一 说 法 是 由 C. S. 皮尔 斯 (Peirce) 提 出 来 的 ,我 们 把 它 更 
确切 地 叙述 如 下 . | 

设 及 是 半 序 集 忆 的 某 些 元 素 的 集合 , 如 时 一 个 元 素 4a, 对 所 有 
zCX 都 满足 oxe, MAk 是 于 的 “下 界 "， 象 第 四 但 所 描述 的 那 
FE, RATH” Cg. 1. b. ) 指 的 是 包含 其 他 所 有 下 界 的 上 界 , 即 最 天 
FR c, 它 对 共 他 任意 下 界 a 满足 e>a， 显 然 ， 最 大 下 界 如 有 果 存 
在 ， 就 一 定 唯一 ， 这 是 因为 如 果 a 和 5 都 是 同一 个 集合 时 的 最 大 
下 界 ,那么 arb, JE HL za, 因此 a=b, 

* 448 ^ 


HHBH, 我 们 可 以 定义 “上 界 " 和 “最 小 上 界 ”Q. u. b. 5, 3E STRE 
有 明 如 时 最 小 上 界 存 在 ， 就 一 定 唯一 .这 里 我 们 正 使 用 了 元 数学 的 
XPHBIREES 因此 ,我 们 可 以 说 “集合 的 最 大 下 界 ”、“ 集 合 的 硫 小 上 
界 " 而 不 用 说 “集合 的 一 个 最 大 下 界 " 或 “集合 的 一 个 最 小 上 界 ”. 当 
然 这 里 假定 这 些 界 是 存在 的 . 

引 理 1 Atat, z r^y 和 并 加 VY 分别 是 由 和 六 两 
个 元 素 组 成 的 集合 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 

证 明 因为 z/c/)u—ry4y/smAgy-xr/vy, 所 以 相 容 性 
原理 指出 zu 是 # 和 8 的 下 界 . 它 也 是 最 大 下 界 ， 这 是 因为 由 
z< 人 和 zy， 嵌 次 根据 相 容 性 原理 可 推出 SrA eA GAE) 
— (m/Xgy)/Az, BEDA cm". BI sy 是 最 大 下 界 ， 由 对 侦 性 
就 完成 了 整个 3[ 理 的 证 明 . 

这 个 引 理 表明 ,任意 格 是 具有 “ 格 性 质 ” 的 半 序 集 ， 所 谓 “ 格 性 

”是 指 任意 两 个 元 素 有 具有 最 大 下 界 和 景 小 上 界 .我们 现存 将 指 
出 , 这 个 性 质 完全 地 表征 了 格 ， 

定理 3 设 荆 是 任意 半 序 集 ,其 中 任意 两 个 元 素 xw， 具 有 最 
ACT GR xA 和 最 小 上 界 aN y, 那么 在 八 和 和 WW 两 种 运算 之 下 , LÈ 
一 个 格 , 在 这 个 将 中 ,0 所 Bb sm Bux a/b—a(s 34 Tavb—b), 

证 明 只 有 贫 证 明 洪 等 律 ,交换 律 , 结 合 律 和 吸收 律 及 和 容 性 原 
理 . 而 生根 据 对 偶 原理 只 须 对 最 大 下 界 求证 明 才 等 律 、 交 换 律 和 
结合 律 。 由 定 交 的 对 称 性 ， 交 换 律 显然 淇 是 ， 因 为 rA GA) M 
APAR 都 是 s, y, 2 三 个 元 素 的 最 大 下 界 , 所 以 证 足 结 合 律 . 根 
MEL 显然 zz 一 有 因而 天 等 律 是 显 的 的， 为 了 证 明 相 容 性 承 
理 , EERE ry, 那么 任意 使 得 xag cry: BEAR e; 
而 ese H esy, 所 以 了 WARE BA zA 八 g 的 定义 ,因此 Y% 一 2 人 9. 
反之 ;如果 2 一 2Ag, MA, x7 是 的 下 界 ， 所 以 eu, 这 就 证 明了 
相 容 性 原理 . 吸收 律 可 通过 类 似 于 $11. 4 的 引 理 3 的 证 明 而 推 

. 好 村 可 = 


上 面 没 有 所 到 分 配 律 , 因为 分 配 律 不 是 在 一 切 客 中 都 成 立 , DI 
如 , 当 2,9, z ENTERS 的 第 一 图 中选 册 的 三 个 二 阶 子 群 
和 计 , 分配 律 就 不 成 立 ， 然 而 , 琐 个 与 此 有 关 的 不 等 式 城 立 . 

定理 和 4 ERT, ETRAZ: 

&/NCg Na) FAN V Ae), 
&N/ Cyr IND x GN y) CIN 2). 

35b. Eu usd TE H E HO pA X. 

证 明 REHAR BS, IHRE 关于 第 一 个 半分 配 
f£, 请 注意 , 右边 的 两 项 分 别 是 左边 两 项 的 下 界 ; 因 些 * y Nz 的 
RATA E zy AER, KE rA DER, MAE Ay 和 x/Ax 
oh ER GAdGJ)V G/Agmg t R. ， | 

Ria 假设 $11. 3(iii) 中 的 第 一 个 分 配 律 成 立 ， 我 们 展开 得 到 

GN y) /NCN/ 2) — [VD vx NE GN 3) A] 
—a M (an a) N GAE) 
=wV GAE, 

这 就 是 $11. 3(iii) FSA, RRA, MART 
定理 的 证 明 . 

由 土 面 一 些 定理 推 得 , 要 证 明 一 个 集合 代数 是 布尔 代数 , 我 们 
只 须知 道 , ( 让 集合 包含 关系 福 足 自 反 律 、 反 对 称 律 和 传递 律 ; 《ii) 
两 个 集合 的 其 是 包含 这 两 个 集合 的 最 小 集合 ， 两 个 集合 的 交 是 包 
含 在 这 两 个 集合 中 的 最 大 集合 ; (iii 恒 等 地 有 SN CPU = CST 
MUSAU; Go 每 个 集合 态 有 一 个 * 补 ”S', 视 是 S19'= 
SUS'=I, 这 也 就 证 明了 

定理 3 市 示人 代数 是 一 个 分 配 格 ,这 个 客 和 包含 元 素 中 和 和 J， 使 
iat a, A Oai, 并 且 在 这 个 格 中 ， 每 个 G 有 一 个 补 aV 
是 aAa =0, Ada =I 
» 450» 


WRR RT ELFH VE e HESR RSE. Plin ta Has 
就 表示 了 一 个 布尔 代数 . 


习 题 
”图 3 中 哪些 图 表示 格 ? 
天 出 两 个 新 图 来 表示 不 是 烙 的 半 序 集 ， 
1.6 的 习题 二 中 列 出 的 集合 中 , Le oen 
HEB]: MEE Lh bee, 352 34—90U)G€L (iaAbzaAec, May 
baye, 

5. AGEE TD rA hS AA, 

6. MEX PHRA pe 1 sss SEES UE, "s Hz Bp Ba TE HEBR, 
EA JH; 28 (90 6 3 S63 1S c, 

7. WER: EFUAÉPDAEBCOGRBOES GUOBcCoGRO m I, 它们 满足 OsaI, 
3pP—inorss ow, 

*8. WER: Gd O Hl MARETE, WE 任意 适 合 amb, j5], 
323) 的 元 束 a, Gn b, b 中间 有 一 个 元 素 c EAD A (0) ij A ace 
六 有 站， 那么 这 个 半 序 集 是 一 个 格 . 

9， 链 是 一 个 全 序 集 ( 即 大 这样 的 半 序 集 , 共 中 任意 元 素 m E y re CURE. 
ry 或 者 满 是 yc). 

(a) WEBd. 每 个 链 是 一 个 分 配 格 . 

(b) EA: 一 个 烙 是 链 当 电 仅 当 它 的 所 有 子 集合 都 是 子 稿 . 

*10. —4- HX B DL 43 zs 总 可 E AVe I= lND NVa, 

(a) 证明 ， 短 个 分 配 格 是 模 . 

(OO gBBHIXEROR G3 Ru dmg BEBE. 

(c) ER: Fije RAE tH, 

D 一 个 和 所 量 空 间 的 所 有 存 子 空间 . 
Qi) —^-P DUE EE B3 BUS T 385, 
GD 4£3e3tüs BUREAU RE, 

(d) EA: TEL Hr D, Hi amc 总 可 推出 mVOAS—GVWVIAz Wis 
RER H TER AARAA. 

*11. ERRAR h, PELE r5 y ggxpecex A c-gy-—0A 

* {5l 。 


Do C2 B3 LR 
里 r r7 


y)Vix Ay), 
(a) aE xdg REA, GRH i EIE. 剖 图 说 明 ， 
(b) 说 明 sty IUE £5 Ar ER AnA, 并 且 汪 有 零 元 素 ， 
(c) 证 明 ; 如 果 把 对 称 差 当 作 和 ， 把 交 当 作 积 ,那么 每 个 布尔 代数 是 一 
ARR. 
12. (a) 证 明 : WERE E Z A Zi tH EÉn—GGu ce, x3 
ELER JA Z2 gaia, 在 这 个 环 中 , H EG EE, 
*(b) 证 明 : 在 运算 EAn=En, EV nét gen, E =C, L, n, 
1) 一 之 下 ,这 个 环 是 一 个 布尔 代数 ， 
*13， 证 明 : 如 时 工 是 具有 泛 界 日 和 了 的 格 ， 在 这 个 格 中 每 个 元 素 & 都 
Hiho, Ro ERE 
rs.a ā LRH aA:—0, 
yz SRS aVy-I. 
2b LIE—AdwnBiRiWX, Gon. 为 了 证 明 第 一 分 配 律 , AAEN 
ezu[aA (GV e)] A [Ca Ab) V (aA c) =0 
把 。 BR, E75 IE 1€ — Hi, ) 


81L8 集合 表示 
811.5 的 主要 结论 是 ， 对 于 布尔 代数 所 假定 的 公设 可 推 由 
一 组 恒等式 , 这 些 恒 等 式 对 于 交 、 并 、 补 的 集合 代数 来 说 都 是 正 殉 
的 ， 实 际 上 , 已 经 还 明了 ,一 个 特殊 集合 只 的 适当 一 族 子 集合 Si， 
s Sa 具有 性 质 : 对 于 两 个 布尔 多 项 式 p, d. 281, e, Sa) — 905, 
"e, 3 ) 当 旦 仅 当 它们 具有 相同 的 析 取 和 标准 型 ， 对 于 给 定 的 4 所 
有 这 些 析 到 标准 型 组 成 的 布尔 代数 称 为 具有 于 个 生成 元 的 自由 布 
Ax K, 
我 们 现在 将 证 明 一 个 更 强 揭 结果 , 并 顺便 指出 , 用 来 定义 分 配 
格 的 公设 完全 地 表征 了 集合 的 交 和 并 的 性 质 ， 为 此 目的 ， 我 们 需 
3: [e zh Fr d 3 6 96s, 它们 类 似 于 对 于 群 用 过 的 鸯 态 和 同 构 概 念 . 
定 沈 ”一 个 人 及格 五 到 格 弄 的 函数 fiL>M, kH a, 
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yL A f Gy) — f GD NF GO de fOGIN/g) — f(Go v fO), — BRA 
d f odR p A. 一 一 映 上 的 同 态 称 为 同 构 ， 

例如 , 由 维 思 图 (图 DAZA, Y, Z HER AR TRES Zi 
EJ BEA T S £8 gu S IC [8] RJ. AB PZDSEE OE ARE 8 11.5 中 所 定 交 的 
35 EE. 

SIRI 394c»fm4XAEE (Fii) 235] 65 E] do PA B — x 
de, 4x9 RO,IdedbuUibEe|BcopBAS GJ. 

证 明 ”显然 3$ — BIzCA, O/«z — O" n EHE HH 4 — 0f (2€, 
fOO)AT(GD — f (O/x2) — fO)" EHI f(O)J& B iE Pf) = 了 
的 证 明 类 似 ， 因 此 “在 4 中 zwA 信 x' 一 0” 可 推出 “在 8 中 f(z)A 人 f(x ) 
— f (z/Aa') 二 了 (0) 0", HARA oV FE = 了 J 了， 这 就 证 明了 
fix) —LfC(GlY, 从 而 完成 了 引 理 1 的 证 明 . 

定义 和 集 环 是 集合 了 的 这 样 一 族 子 集合 ; 如 果 这 个 族 包 仿 人 性 
ERD EGS AT, 那么 它 一 定 包 舍 它 们 的 交 SNT PENG 
# SUT; FaLa HHE: UO $I,8 REO, WE 
仿 任 意 集合 S, 那么 也 一 定 和 包谷 六 的 利 号 

换 句 话说 ， 了 工 的 子 集 构成 的 棠 域 愉 好 是 了 的 所 有 子 集 构成 的 
布尔 代数 所 的 一 个 布尔 子 代 数 ; 的 子 集 构成 的 集 环 怡 好 是 44 的 
TR. 这 时 把 4 看 作 分 配 格 .我 们 将 征明 ,每 个 有 限 分 配 略 与 集 环 
间 构 ， 每 个 有 限 布 尔 代 数 与 革 ( 有 限 ) 集 合 的 所 有 子 集 构成 的 集 域 
RE RER eA A R TRER EE, 

在 证 明定 理 1 ByuxgEvm d. 我 们 还 需要 下 面 的 概念 ， 

X 格 荆 的 一 个 元 素 0-0, tAth rty- a TRH =a 
X ya, NM] 4r a H-A THe 4e acl, Ah r/vy—aocpDdE 
出 r—asXy-—u, 则 称 G 是 交 - 不 可 约 的 ;一 个 元 素 PP， 加 果 p—O, 
EATE wdb4RprLO0,9 ftp AG tnm). 

38 2. 在 布尔 代数 中 ， 一 个 元 素 是 并 -不 可 的 的 当 且 充当 它 
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A —^3. 

证 明 如 果 P 是 一 个 原子 ， 那么 由 8 一 ?VY 推出 x=Pp 或 
z=0; 在 第 二 种 情形 中 p=0O\Yy=y， 因 此 了 P 了 是 并 -不 可 约 的 . x 
E, haa T ETETE O, BAHET rA areo, 
Atk 

a= G/AI =a ALEE) = ADDN Ca/Aah) SN AL, 

AE raa, AA aAa aa, HEHEA a/-—a 将 推出 了 一 ANAz 一 
G/Az' ^x = 0, RENEE Ae a, ARR qa 是 并 -可 的 的 . 

现在 , 对 任意 有 限 格 荆 的 每 个 元 素 a. 设 8 四 是 瑟 中 所 有 并 - 

不 可 约 元 素 Ds 所 #6 的 集合 , 考虑 映射 4 一 >5(9). 我 们 有 


SRI 在 有 限 格 工 中 , hia 满足 ac V n. 


证 明 ”对 于 a= 心 , 可 立即 得 出 上 述 结 论 ， 因 为 SO) -— (2x 
集 ), 地 且 口 是 空 集 的 最 小 芋 界 .对 于 任意 其 他 的 ac 无， 我 们 应 用 
数学 归纳 法 第 二 原理 ， 设 已 (全 是 命题 : S LoBICXE ra 的 个 数 
是 w=nCa) 时 引 理 3 成 立 ， 显 然 如 果 a 是 并 -不 可 约 的 ， 则 P(n) 
正确 。 而 如 果 & 是 并 -可 约 的 ， 也 不 是 0， 闭 么 aay, B 
eLa, y-a, 因此 n(r)-—n(a),n()-—n(a). Itn HB, hie 


得 到 > 和 zz 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 ;， xz = Y p. 和 y= v qs 因此 


a= V pi V. V 9 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 . 


引 理 4 在 任意 有 限 格 荆 中 ， 映 射 G 一 > 太 (8) g Lp x 
射 齐集 合 洽 中 的 交 ; S(a/Ab )—S(a fs). 

证 明 根据 a/Ab 的 定义 , Pp 所 sb 当 有 日 仅 当 Pa 和 p<. 

引 理 3  ZGFRGRO SGH. LCD, wh asla LP M € 
射 到 集合 论 中 的 并 ; S(QaVb)-—S(a)US(b). 
. 学 5 4 


证 明 一 个 给 定 的 并 -不 可 约 泡 素 了 了 包 人 种 在 ev 中 当 且 仪 当 
P=PACEVE)= Cp/Na) V (pAb). 
如 果 卫 是 并 -不 可 约 的 , JU ERERKEN A p/Na — pCHIE 所 四 或 者 
p^b=p(El pub). RH, S(aN5)tyE piB[Iiduu SQ 
tir PRESOA 0， 而 有 反 过 来 显然 在 任意 格 中 宰 正 确 . 
HEH 

[$8 4 和 3[ 理 5 表明 ， iy acesa EA L$SUEISS) ER 
一 个 同 坊 ， 忱 是 由 工 的 并 -不 可 约 元 素 的 集合 工 的 所 有 子 集 构成 ， 
而 且 31 理 3 天 朋 这 个 映射 是 从 工 和 吏 上 的 一 一 上 时 射 。 这 就 证 明了 

定理 6 佳音 有 限 分 配 格 五 与 一 个 集 环 同 鬼 . 

当 卫 是 有 限 布 尔 代 数 时 , 引 理 2 告诉 我 们 , 每 个 at 工 是 全 部 愿 
$ psa H, EA, 很 据 引 理 4 和 3| 理 5, 对 任意 EL, A 

S (a) [18(a) —S(a/Aa) -S(0) — à, 
和 
S (a) US (a!) —S (a Va) —SQ) —J, 
Xx HL J dE Lrp BUB CP. (并 -不 可 约 元 素 ) 的 集合 ， 这 就 是 LS(o) 了 
= S (o), 所 以 函数 a1 S (a) 是 一 个 同 构 、 

HME TEH al T (a) JE JA [EXER ZR ID 38] IL i6 
EB HRBSRPEETA EB—IEMEJSDA ZEIBLÉETHIHT bA LAE 
子 所 有 集合 ,从 而 证 明 

定理 7 任意 月 限 布 杀 代 数 王 与 它 的 原子 的 所 有 有 集合 组 成 的 
Ap m 4S Xx IS) 35. 

WEBB SERE xx HDPUEIRZIEHE Rgayxésc; ARSTE L 
的 原子 Po 了 ,，… 的 两 个 不 同 集合， 那么 M PeF V p. 但 这 是 下 
i&i 5 IER 38i. 

引 理 和 6 AEF Y Po 那么 qcS, 
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因为 假定 引 理 6 成 立 , 则 V p, REE S 中 的 头子 , 而 不 包 仿 其 


引 理 的 证 明 ”根据 一 艇 分 配 律 , 有 


q—4/ NV ?= V (ANP 


(429 9 EARR PARER ERARA — A gA =g 网 
J5 O-—q«p., 因为 2 EM T AHE di q— Pa. 


>] 题 


l. 证 明 : 如果 两 个 朋 限 集合 了 和 J 了 的 元 束 个 数 槛 同 ， 那 么 了 的 所 有 于 
华 组 成 的 代数 与 了 的 所 有 子 集 组 成 的 代数 同 构 . 
2. 证 明 : 对 每 个 正 整 数 n 存在 含有 22 个 元 素 的 布尔 代数 . 
3. 证明 ; % TARANA TEHRI nR E Rn 个 自 疗 和 构 . 
4。(&) 求 志 一 个 从 布尔 代数 加 到 布尔 代数 BB 工 药 格 同 恋 f:4B， 这 
个 问 起 不 你 持 渗 界 或 社 . 
(b) 证 明 : ARBRAR SERS GRRR. 
5. (a) WAER MA Z EPY "man 当 且 仅 当 ms” 之 下 是 一 
个 格 . 
(b) 证 明 : 这 个 格 是 分 配 榕 . 
(c) 鉴定 它 的 并 -不 可 约 元 素 ， 
8. IIH; 如 果 襄 限 分 配 格 工 的 全 位 并 -不 可 约 元 素 是 链 C.H 82 LORI 
是 一 个 链 . 工 的 元 不比 的 元 素 多 多 少 ? 


s ^g os 


第 十 二 章 超 限 算术 


$12.1 数 与 集合 


本 章 将 讨论 数 与 集 台 之 问 的 联系 ， 这 就 是 对 正 整 数 用 基数 的 
方 车 处 理 , 它 与 $2.6 中 用 皮 亚 请 公设 前 明 的 序 的 处 理 方法 对 比 ， 
后 者 是 把 大 家 所 熟悉 的 序列 “一 , 二 , 三, 四 , "AERE BS. X 
种 切 数 处 理 方 法 能 够 使 我 们 按照 集合 求 定 多 数 ， 从 而 总 少 在 数学 
中 必须 假定 的 不 加 定义 的 术语 的 总 数 .但 是 为 了 实现 这 一 方案 ， 
:还 需要 很 大 变动 的 基本 概念 来 与 本 书 吻 合 ， 

Br EA, 我 们 将 假定 读者 已 部 悉 正 整数 和 集合 的 概念 , 并 从 这 里 
-进行 讨论 ， 我 们 的 目的 是 ， 推 广 这 种 基数 方法 以 恒 给 出 无 限 基 数 
的 严格 定 头 ， 无 限 基数 概念 在 现代 数学 中 起 着 很 基本 的 作用 . 用 
这 个 定义 , 我 们 指出 攻 数 邵 何 入 如, 相 滋 .并 产生 任意 基数 震 , 在 这 
计 程 中 证 明 , 这 些 运 算 具 有 正 再 数 相应 运算 的 绝 大 部 分 (虽然 不 是 
全 部 ) 性 质 . 

数 与 集合 之 间 的 关系 米 源 于 下 面 定 闵 ， 

EX 设 吕 是 住 意 正 整数 ,一 个 集合 态 称 为 有 具有 基数 %( 用 符 
3045 o06S)—n07) SERHS ie dk on 5d 1,2,3, ^, 
n zie. 

这 个 定义 章 味 着 访 的 全 体 元 素 可 以 标明 $1. sa ss 7. 84, UE 
中 ss ES pI ATER k AE. BR, 我 们 可 以 来 数 8 的 
元 素 , 一 直 数 到 n. 每 个 元 素数 一 次 面 且 仅 数 一 次 ， 由 时 得 到 一 个 


D GHEeRaEÓIJILEX EE. 
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推论 : AnRPBPTUÓES S ATRAER, WA SAT LUE 
在 一 个 双 射 , 即 存 在 对 应 关系 aida, ce, su i, EE FU 
EFTER: FQ 4 ACRES BEAROR Fed ig AC, 也 就 是 说 , 按 
未 同 顺 序 重新 计数 ， 我 们 不 能 得 到 不 同 的 元 素 总 数 .， 我 们 现在 就 
求证 明 这 个 事实 , 先 叙 述 一 个 稍微 一 般 的 结果 . 

定理 1 imieni raa. 集合 (1, 2, 6, m) 和 集合 
U, 2, --, n) ift — A JEFE dE d] RE 4x8 S BUR 3 men, 

证 明 如 果 man, ARH: 14—»1,2«—52,-, m«—m 
就 是 我 们 所 要 的 对 应 。 定理 1 的 这 一 半 命 题 比 较 显 然 ， 但 是 分 析 
道 命题 时 必须 更 道 慎 些 ， 

当 m 二 1 时 , 逆 命 题 是 明 然 的 , 这 因为 1 是 最 小 正 整 数 ; 因此 
我 们 可 以 对 加 用 归纳 法 .我们 现在 假设 集合 (1 =, mn} 和 整数 集合 
U, …; D HATES ZAA 3X 1 FOO, me f Gn), 
ELARA Ie] G6 —1, -,m-—-13 T: 

gi) f), 当 人) 六 四 
g= fim), Sf enc 

E28 Aoxp—4- i Gf G)-—n, 所 以 对 应 4< 0 人) 将 是 整数 1, - 
m — 1 和 整数 L ennl 中 的 某 些 整数 之 疝 的 一 一 对 应 . | 

根据 假定 , 所 有 整数 FG RISE S SEU, …, n ECT de, 
这 意 际 着 5 不 包含 所 有 整数 1, =, n. 让 我 们 在 & 之 外 选取 一 个 
BENE Ex, 所 以 对 了 = 二 e, m, FOART k. 当 kan 
Fo RIDAN, 没有 一 个 9GOUCTk; "kn. fG)onuk 
不 成 立 , 所 以 没有 一 个 9 GO RT 了 (Cm). 无 论 哪 种 情况 , 整数 9D, 
… ;9(m 一 1) 不 能 包含 所 有 整数 1,…, nn 一 1, 所 以 i<~>9( 让 是 整数 
fir, e, m — TRECE AU, =, 4 一 1} 的 真子 集 之 闻 的 一 一 
对 应 .现在 根据 数学 归纳 法 假设 , 我 们 能 得 到 m~an- 因此 
两 边 都 加 上 1, Sb m«n. 
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推论 1 Xd] mbi, …; 和} 的 一 个 子 和 集会 之 同 
FEAR H Bx msn. 

证 明 ”如果 main, 那么 双 射 el, 0. m«—9 made Pr SER 
对 应 ， 反 过 来 , nde Pf (AER. mp 1, e,n 中 
革 些 整数 之 间 的 双 射 ， 那 么 它 是 集合 和， mM, 8,228,201? 
的 真子 集 之 间 的 双 射 ， 因 此 根据 定理 1.0 mem 1, Mihman. 

推论 2 加 果 和 集合 41， e, m)bdéekx Ue, 2 之 间 存 在 一 个 
— &|— 8k LE, 那么 mmn. 

KEDI, 根据 推论 1, msn 和 nam, 因 上 比 m —mn. xR, 
同一 个 集合 不 能 有 两 个 不 同 的 正 整 数 作 为 它 的 基数 . 

推论 3 dX RA, c6, 吕 } 的 一 个 真子 集 , 那 公 在 集合 
41, e, ndo dE IS m p o RM. 

证 明 如 果 存 在 这 样 的 双 射 ， 由 定理 1 将 得 出 mee KEF 
EE. 

上 述 结果 可 直接 推出 下 面 结论 . 设 仿 和 了 是 任意 两 个 集合 ， 
它们 的 基数 分 别 为 正 整 数 台 和 天 那么 mon 28 BLA 24 SAT HTF 
集合 之 间 丰 在 一 个 双 射 ;各 一 中 当 且 公 当 避 和 整个 袜 之 间 存 在 一 个 
XU. | 


E Er 
1. 证明: 如 果 集 合作 的 基数 为 #， f RSchintpESUGR. WASH, 
之 间 存 在 一 个 观 身 ,使 得 荆 对 应 于 n 
2. WEB]: 如 果梨 人 台 导 的 基数 为 MAAS PER tim 便 留 下 
一 个 基数 为 芭 一 1 的 集合 S, 
3， 用 证 明定 理 1 时 用 过 的 方法 直接 证 明 推论 1, 
4. 象 习题 3 那样 证 明 推 论 3, 
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812.2 可 数 # 


一 个 集合 称 为 有 限 集 当 且 仅 当 它 的 元 素 可 以 用 通常 的 方法 计 
— 3A. TARNE NC A RS FE CREE S, 

EX -Arke OS GRXCIS B Gdxch EHARA 
ERR, CRGR CNRC ROCHE OEGSAEGG LIRE. 

和合 如 , 所 有 正 整 数 的 集合 2 是 无 限 集 - (利用 定理 1， 这 大 不 
难 证 明 的 . ) 我 们 现在 引进 如 下 概念 ; 无 限 集 也 可 以 看 作 是 有 其 
数 的 ， 

ES -TRO S, 如 果 它 与 所 有 正 整 数 的 集 伟 是 双 射 的 ， 那 
Zi S XT ICE, SCARGS FOR X d OR Eo OD ib o08) — d). 

这 个 定妆 的 条 件 等 价 于 : RIDES B) 4e BOO SR PI IG XE EU 2G 
PRFP 51,32, 63, n. 84, 7t 使 得 3 的 每 个 元 素 出 现 一 次 且 仅 出 现 
一 次 ， 如 果 另 一 个 集合 殖 与 可 数 集 如 是 双 射 的 ， 那 么 可 推出 史 本 
Edi. 

定理 2 (f» E% (Galileo) it) 任意 可 数 集 都 有 一 个 可 以 
把 它 映 射 到 它 的 真 于 集 上 的 双 射 . 

证 明 可 数 集 (比如 说 集合 仿 ) 的 所 有 元 素 可 以 根据 定义 写成 
序列 s1, 82; 83，…, 它 以 全 体 不 同 正 整数 作为 下 标 . 双 射 81 < 一 >82， 
$544— 584, e, 8,€— 8,41, dE S S M E Fh s. 而 得 到 的 
集合 之 问 的 一 一 对 应 . WERE 

WT ZUR d (AS ) 是 最 小 的 无 限 基 数 . 更 确 切 邮 说 ， 
这 是 

定理 3 ESARET- TTRI. 

证 明 kS EERE, ASh AREARE 然后 从 


C) TER PDA ETE Ss» GE“ PIED AC EO RE d, 
a Ko * 


S— (Y mpi A ER ss SUA S— lsn 82} 中 选取 第 三 个 元 
F ss, 等 等 。 因为 3 是 无 限 的 ,所 以 S — (51, ss 7n 83%} 决 不 可 能 是 
735. 因此 我 们 总 可 以 在 这 里 选取 一 个 元 素 @ssi， 并且 这 个 过 程 
永远 不 会 停止 , 柯 到 我 们 构造 出 总 的 不 同 元 素 的 无 限 序列 ， 

推论 ( 戴 德 金 -皮尔 斯 ) 一 个 集合 好 是 无 限 集 当 且 仅 当 有 一 个 
把 六 映射 到 它 的 真子 集 上 的 双 射 . 

证 明 如 果 8 是 基数 为 w 的 有 限 集 ， 那 么 8 与 {1 enn EN 
射 的 , 所 以 定理 1 的 推论 3 断言 3 不 能 与 它 的 一 个 真子 集 双 射 . 和 
反 地 , 设 8 是 任意 无 限 集 ， 它 将 包含 出 元 素 t, Un us, … 组 成 的 可 
ATEU. 构造 一 个 函数 ， 它 把 五 中 每 个 元 素 wi 与 其 后 继 usa 对 
应 起 米 , 再 把 8 中 不 属于 局 的 每 个 元 素 与 其 自身 对 应 起 来 , 这 个 函 


KREAS AS HATEHA. 证 毕 
实际 上 ， 很 多 无 限 集 原来 都 超 可 数 集 (上 县 有 基数 d)， 下 面 定 
理 给 四 两 个 例子 . 


定理 4 所 有 整数 集会 吕 是 可 数 集 ; 所 有 有 理 数 的 集合 QQ 是 
THE, 

WEB] ”对 应 np< 2n (n= 
0,1,2,:),(—n) «—2n(n—1,2, 
3,…) 是 所 有 整数 的 集合 {0, — 1, 
1, —2, 2, …} 和 所 省 正 整数 集合 
(1, 2, 3,4,5,0} 之 间 的 一 一 对 
应 ， 这 就 证 明了 第 一 个 断 洗 ，。 — 

下 面 我 们 来 证 明 ， 所 有 正 有 
理 数 的 集合 Q+ 是 可 数 集 . 为 此 我 
们 首先 把 所 有 正 整数 的 商 排 成 一 个 无 限 下 方形， 如 图 1 ED. in 

外 这 个 构造 用 了 集合 论 中 称 为 选择 公理 的 一 个 基本 原理 : 给 定 任意 集合 S dE 
ET" ARAA y 它 所 性 间 非 空 集合 Tos do&£Gq--—o6x yer, 

* él» 


果 按 照 顺 序 , 围绕 较 小 的 正方 形 边界 来 排列 , 那么 我 们 可 以 把 所 有 
这 样 的 商 排 成 下 面 普 通 的 无 限 序列 .第 一 项 是 了 ; 了 的 后 继 是 


m+1, +a 
a —T 1 M 65 eek, ;Mpmln—1Bf, 是 一 了， 


这 个 序列 中 删 去 所 有 不 是 既 约 分 数 的 分 数 { 或 者 等 价 地 说 , 删 去 的 
这 些 分 数 等 于 前 面 蕊 列举 过 的 另 一 些 整 数 的 商 )， 所 得 到 的 子 序 
列 把 全 体 正 有 理 数 列 成 一 个 普通 的 序列 ， 并 建立 起 QUIn Z'72 Ia] 


的 双 射 下 一 > 而 庆 又 可 以 很 容易 邮 扩 张 成 所 有 有 理 数 的 集合 Q 


和 所 有 整数 的 集合 艺 之 间 的 双 射 < 一 >k, 0< 一 >0， 一 二 < 全 一 人 
因为 艺 是 可 数 集 , 所 以 推出 候 是 可 数 集 ， 


E xA 
1. EH: 7 的 所 有 整数 倍数 组 万 的 集 和 台 是 可 数 集 . 
323， 证明: ARE LARET Q* 中 所 有 矢量 组 成 的 集合 是 可 


3. 直接 证 明 : 所 有 正 整 数 的 集 台 与 一 个 有 限 集 之 间 的 双 射 是 不 存在 的 ， 
4. MEUM. RTU EA, BA STU 是 可 数 集 ， 
5， 证 明 : 和 如果 S— TPUU. Mb RIDES. THARE, BAUT 


6. 证明: 可 数 集 的 每 个 于 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 . 

7 ER: 仪 由 数字 9 组 成 的 所 有 十 进 小 数 构 成 一 个 汽 限 序列 ， 这 样 的 
十 进 小 数 有 可 数 多 个 ， 

8. 分 嘎 建 并 所 有 整数 的 集合 和 它 的 三 个 真子 集 之 间 舶 特殊 的 双 射 . 


9. 证明， 在 图 工 中 ， 当 man iH, THESE Q7 12! m 项 ; 75 mln, 


TER mn] 项 . 


10， 证 明 ， 域 QG/ 20 ig WERE CEUB $2.0. 
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11. 证 明 ; 每 个 娠 世 仿 一 个 可 孝子 群 或 有 限 子 群 ， 

12. Pis; SOSmENZX T A ZARRA. 

18. 证明: 所 有 形 为 r 十 ?一 1(7,7? EQ) 的 数组 成 的 集合 是 可 数 前 . 
*14。 证 姐 ; 所 有 次 理 系 数 多 项 式 组 成 的 环 QUE] en] 2f. 


812.3. 其 他 基数 
不 是 所 有 的 无 限 集 含 都 是 可 数 的 : 存在 不 止 一 个 的 “无 限 ? 基 
数 . 例如 
定理 3 ( 康 托 (Cantor)) 岂 有 突 数 的 集合 民 不 是 可 数 的 ， 
证 明 ”我 们 应 用 所 请 “对 角 线 法 ”假定 所 有 实数 有 一 个 排列 
2 Wa Wa "把 这 些 数 的 小 数 点 后 的 十 进 小 数 展开 式 按 它们 的 排 
列 顺 序 排 成 一 个 正方 形 阵 列 ， 如 图 2 所 示 . 由 这 个 降 列 的 对 角 线 


I 二 

Ti a 

二 

Zac. ET 
图 2 


上 前 数字 按 以 下 方式 构造 一 个 新 的 数 5 ( 它 在 0 和 1 之 站 ): 这 里 
Gmn 是 对 角 线 上 的 第 # ACE, VE D. e b 的 小 数 展开 式 的 第 个 
数字 , 取 
dan — l, 当 0,4750, 

ba = i t .3160,,—0, 
那么 b — 0.5b16z5bsD4… 是 某 个 实数 的 十 进 小 数 5 的 展开 式 ， 这 个 实 
数 不 同 于 上 述 排列 中 的 第 % 个 数 z,， 因为 至 少 小 数 点 后 第 4 位 数 
FRE., 于 是 没 有 一 个 x. 等 于 5B， 这 与 我 们 的 假定 * 上 述 排 列 
包含 所 有 实数 * 相 矛盾 . 

Zi 尘 于 下 述 情 形 ， 这 个 证 明 就 得 杂 了 : 有 一 些 数 ， 例 如 
1.000.… 二 0.999…， 可 以 有 两 种 不 同 的 小 数 展开 式 , 一 种 是 以 无 穷 
个 连续 的 9 为 结尾 ， 另 一 种 是 以 无 穷 个 过 续 的 0 为 结尾 ， 当 我 们 
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假定 原来 排列 中 的 小 数 zi, x2,… 都 不 用 第 一 类 展开 式 ( 带 9 的 )， 
这 个 果 烦 璐 可 以 避免 . 8 的 裤 造 永远 不 会 产生 数字 5, 二 9, WE b 
的 小 数 展 开 式 是 与 mg 的 小 数 展 开 式 进行 比较 的 合适 的 形式 .， 

EX 5 FL XE CS HEAR. x6 8p 88 E uS AO JL i 3E X 
的 基数 ct 用 和 村 号 表示 就 是 0[S)==c). 

实际 上 ， 几 何 学 和 数学 分 析 中 出 更 的 大 部 分 集合 县 有 菇 数 和 
和 c. 可 雇用 及 个 特殊 的 结构 分 别 说 明 这 一 点 ,但 从 长 逃 来 看 还 是 
qur HT S88 (E. Schroeder) 和 158.301. CF. Bernstein)B4)— 8t 
原理 更 容易 些 . 阐述 这 个 原理 时 , 包含 着 基数 的 一 般 概 念 , 我 们 现 
ERRELE. 

”定义 ROSHARAMA THREES 05 JE e (set) 组 成 
by X G(class); Say X E oCS) R. 

HERR. ATRA SITRA A R A ZEB 
[LES SUUT LIBRE. 我 们 用 符号 等 式 oG8) -oCTOE RO 
个 结论 ， 

由 于 812, 1 最 后 一 匈 话 ， 基 数 之 间 的 不 等 式 概 念 可 以 与 普通 
正 整 数 之 问 不 等 式 的 概念 一 致 . 

EL 当 集 合 吕 和 集合 正之 间 有 一 个 由 闻 到 中 的 单身 时， 我 
T1 $5 15 JUD A GEOUELCT EA, JE E G6 (E o(S) x oT). 

EEG — (36, F d&-46 HL Ap32)4e X oS) so A o(T) o(8), 
那么 o(S) — oCT). 

Thf)nsUsEbE. MRP Ah SATAR, MEEA — 
个 由 了 到 总 的 单 射 ， 那 么 就 存在 整个 和 整个 名 之 间 的 双 射 ( 道 
Arii E SL AS 85). 

证 明 ixst—-eriEDLAnBgpB S S TOES HOY tto 

D XH T B" IE esr S ders 同样 是 抽象 概念 ， 化 学 元 器 指 的 是 具有 一 
个 殊 定 核电 将 ( 好 其 有 一 全 确定 结构 ) 的 记 有 滩 子 ， 
* d6d u 


是 已 知 的 由 了 到 总 的 子 集 的 单 射 ， 今 $ T 


的 每 个 元 素 s 至 多 是 下 的 一 个 元 素 # Ss « | 
—sca 的 家 to; XX" TCR t RE ss 
在 的 话 ) 本 身 在 3 中 也 至 多 有 一 个 象 os. SS 
Wi s'—tc!—sg-icci, 等 等 ， 用 这 个 
JE RUREREREIR 358.89 的 每 个 元 素 的 S, 
“祖先 区 并 且 对 严 的 每 个 元 素 也 这 样 
做 )， 我 们 看 出 有 三 种 可 能 情况 : (a) S. 
wR, "OB UG" SELLE BEER 
388] P 22, 也 许 是 于 期 地 追 漳 下 去 (所 习 
E 13); DORTE ES rng "Jc RH. 图 3 
先 ” 传 下 米 的 ; (ec) 类 元 业 ， 是 由 它 存 于 中 的 “无 母 祖先 ” 传 下 来 的 . 
对 应 涛 这 三 种 情况 ， 我 们 把 仿 分 成 子 集合 Sa Se S, ÆT ORT 
集合 TaoTao Te ME, 包含 人 S 或 人 的 任意 元 素 的 类 一 定 包含 它 的 
^1H oc" fu^ eren. l 
实际 上 ,0 显然 是 (rz 也 是 ! Sa 和 Ta LAHS AR, Sa 
的 每 个 元 素 是 了 的 一 个 元 素 且 只 一 个 元 束 在 ZEAR m T 
的 每 个 元 素 是 Sa 的 一 个 元 素 且 内 一 个 元 素 to PO SUR, 类 似 
Hb, r EOE o RE S, A T, 之 闻 的 双 射 ,而 0 是 {但 ft 不 是 1 )5。 
和 TP, 之 同 的 双 射 把 这 三 个 驱 射 合 在 一 起 . 8. T. 55 一 > 了,， 
S,—ÓÀT., 我 们 就 得 到 整个 SS 和 整个 全 之 同 的 双 射 . 证 毕 
这 些 情况 可 用 图 3 来 解释 ， 但 这 个 图 没有 标 出 “祖先 "可 以 无 
ERAM TERMIETE. 集合 仿生 用 两 条 和 开 直 直线 上 的 点 来 
表示 , 这 里 + 用 彰 右 余下 方 的 第 头 来 表示 , a 用 朝 左 斜 下 方 的 箭头 
来 表示 ， 而 8 AT 的 双 射 用 不 带 箭头 的 直线 来 表示 ， 
定理 了 ERBAS: aral, 平面 上 的 单位 正方 形 S 
Q-—r, yl, "E H vp 6g 3E x VP dA Su: Or, y, 2-1, 都 具有 基数 c. 
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证 明 ERE I9 e" — y CH 35 y 09 log y) — 00 x T ec 


FIT Og e Eoo RB — 3 S ER ri doi REA z> 


2) 是 0<y 二 十 co 和 10<z< 一 1 之 间 的 一 一 对 应 .因此 团 煞 zH 一 > 


1-—z 


了 < 一 2 是 册 一 co<z 忆 十 oo 到 0<z< 到 1 的 双 射 ， 这 就 证 明了 第 、 


一 个 结论 . 

为 了 证 明 第 二 个 结论 , RNA HERE 

(Oswa, 0.gigoga rt) m OT yam atya (2y 
这 是 写成 小 数 形 式 的 0,1 间 的 实数 有 序 对 和 09,1 僻 单 个 实数 之 同 的 
映射 , 它 是 正方 形 S, 和 直线 段 5 的 一 个 于 集合 之 闻 的 单 射 ( 昌 然 : 
不 连续 ) 一 一 如 果 不 排除 某 一 位 后 仅 由 数字 98 组 成 的 小 数 , 那么 这 
Aj Bi Eb CSS RE ASSI BIB E. E T oso). 
[REXHO (S) «co (S) (通过 明显 的 映射 z 上 -> (2 y) Ji 
定理 日 得 到 0 C82) — o CS) ,这 就 是 说 Sa 的 基数 是 &e, 类 似 的 映射 

(0.242025 ***, Og goat, 0.218329) IE (Oui tyz) C9) 


可 证 明 0083) «0 CN), 因此 类 似 地 有 0 (83) =c. 证 年: 
基数 为 < 的 集合 的 另 一 些 例子 将 在 习题 中 给 出 . 


| 习 题 

1. Xj ME REL EH ESUE ACE T. 是 空 集 的 精 况 下 是 显然 的 ?7 
在 这 种 情况 中 S, EAr 

2. 4S EEA -1< TERN- IKL r ERB oa, T 
Jed iri 时 ， H1 hd Hb Whsk Sio Su S, S. Tu Tyr T.. 

3. "SjESEND E, T ORIESUEEN UE, TERA ses, cÓEBRABE 
£171, mea So S,, S., T. T5, T. 
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4. WEB]: n 4E SIUIBDBR EXE RIO YESESGLIT OR RAND EX e. 

5. ER: 如 果 存 在 一 个 从 集 洛 六 到 整个 第 二 个 集合 T HAN, WA 
o (T) EoD). 

5， 证 有 明 习 题 5 Bui dE: 如 加 oT) ol), WARE A ST AS 
Mah ^ URBIDL E XA TED BEAD.) 

7. ERER (008) 一 of 了 )) 满 忠 自 反 律 ,对称 律 和 传递 律 是 f 关系 
o(S) oC) Wh RLikS6sE TEENS 给 出 证 明 . 

8. WEH: Xn oS) xo) B. 0007) — 0 (08), MA 0(U) xz oCT), 

*9. REB]: LAPISESEOUGEGER xnk € 7r. 

*10. 在 0 和 1 之 间 所 有 实数 的 集合 与 所 有 无 限 沙 数 0.a,0,0,- 的 集合 ， 
之 同 建 立 一 个 明显 的 农 射 . 

*]1.。 建立 区 间 O-x-—14 0x 10H. 

*12. 不 用 孝 罗 德 - 信 思 斯 过 定理 直接 证 明 : 

(a) 所 有 非 仙 实数 的 集合 其 有 基数 上. 
(bo 那些 非 整 数 的 正 实 数组 成 的 集 台 有 具有 直 数 c, 

*13. IENJGEBEBEANARA,UDUS-NIUÍuv wh, T-—NUius wc) 
—n-F1, JEFHdEiu, v, wh EE SRI 0 G0 —v, o(v) —w, olw) —9): v0 
—n-2, JFE {u e, wj EES EI c(u) —u, rio =v, Tw) =w), 明显 好 
WERE Sa (8. 5, Ta TX T. 


*$12.4 基数 的 加 法 与 车 法 


无 限 基 数 就 象 有 限 基数 那样 可 以 相 加 和 相 苹 ， 除 了 消去 律 以 
外 的 所 有 定律 仍然 成 立 . 

Rmin 是正 整数 ， 我 们 可 以 用 下 面 方 靶 构造 一 个 基数 为 
min HRA: 基数 为 可 的 集合 s CEA fiie 0,2, =, m) 再 加 
上 一 个 基数 为 % 的 与 它 不 相交 的 集合 侣 {比如 说 集合 (mti, 
m2, mtn. MAJ SC US RRA m-n, Wi, P 
AARG, HARA GE i gens RO 1, m, J Kg SET, ees, 
n; Amm xn 年 阵 的 元 素 的 全 体 下 标 ) 具有 基数 mn. 我 们 并 不 去 


证 明 这 些 熟 释 的 事实 ， 而 要 指出 这 些 事实 暗示 着 基数 加 靶 和 乘法 
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运算 可 以 推广 到 无 限 基 数 ,如 下 所 述 . 

EY dad] XRatdEGGE. WD] REGN a 44e Bc 
两 个 不 相交 子 集 的 并 的 基数 是 an DB, PODER RE Gn D BL E 
《这 里 ,x ih BOE oa Takhti, y Suh Ro Bouk£]3sd49) 
的 基数 是 ap. 

基数 加 法 是 单 值 的 , 这 是 辕 为 如 果 态 是 两 个 木 相 交 子 集 S' 和 
人 ?的 并 ,也是 两 个 不 相交 子 集 T' 和 "的 并 ,并 且 S'30 T 27 ap, 8" 
5n 7" 之 间 都 存在 双 射 , 那么 我 们 可 以 把 这 两 个 双 射 合并 成 整个 如 
”和 整个 正之 闻 的 一 个 双 船 . 类似 地 ， 直 数 的 乘 靶 也 是 单 值 的 ， 事 
实 上 , 普通 算术 的 大 部 分 定律 , 如 同 用 于 有 限 数 的 情形 一 梯 ， 都 可 
用 于 无 限 数 的 情形 @。 

定理 8 基数 加 法 和 来 法 满足 交换 律 和 结合 律 ; GXGkcDT 加 
法 满足 分 配 律 ;1 是 单位 元 率 . 

证 明 基数 如 法 的 交换 律 和 结合 律 是 布尔 代数 定律 的 推论 ， 
因为 不 管 对 什么 集 含 如 和 用 ， 函 数 (r， 妨 上 > (yg， 人 是 所 有 数 对 
(x, PIES, yC T) 8 CR BCECIEOR (yr, DCT, 2ES] 的 集合 之 
HRA HidbHEHBGEIkcTRMARRR. BR, MA 3- 数 组 ((ze, D L2) 
[xzES，yET，zE0] 的 集合 到 所 有 3- 数 组 Gr, (y, #2)) [2ES, yCT, 
z€U 1035 63E — 4 XUM, 这 里 S, T.U 是 任意 集合 , 由 此 推出 乘 
BAAR R WETU ERRE WARAH E w) 
[r€S, WET 或 马 ] 的 集合 的 基数 显然 是 o GS) [o (T) +00)]; 而 所 
A BOSE Gr, LLES, yET] 的 集合 与 所 有 数 对 (x，2)[zES，zEU] 的 
集合 的 并 的 基数 是 oC) 0 (T) 十 oCS)o(V)， 这 两 个 集合 之 间 存 在 
一 个 明显 的 双 射 , 因此 这 就 证 明了 分 配 律 、 对 任意 基数 w 显然 有 


O 可 异 , 根据 以 下 定理 (我 们 不 证 明 )， 这 个 事实 就 不 那么 重要 了 ， 庆 个 定理 是 
说 , 任意 岗 个 无 最 基数 的 和 或 各 只 是 这 陋 个 起 数 中 较 大 的 一 个 ， 而 超 限 取 智 ($12. 5) 
更 为 重要 . 
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l:à-—a. 

定理 8 —JmikdddEdedikp AR MGLIE OX SCORE LAO 
xy. 

证 明 ”定理 2 的 证 明 表 明 d—d--1. [Bi de aT fE HA d 1— (d 
T1)--1—d4-2, 虽然 IT 六 2, XX b DLL ZE TH ZR UT XP. FA, F. 
XE H3 3 AZ ELLA EROR 2 9 I t SOR CHR AR, ELTABAE 
可 数 的 , 因此 d 十 4 二 qd. BELA, dRSEGESRS, dr Ddolds2d 
= Íd, yk 23-1. 证 毕 

实际 上 , 对 于 所 有 无 限 基数 ， 方 程 % 一 二 1 和 &==& 十 & 成立 ， 
但 我 们 不 去 证 明 它 们 . 

由 此 得 出 一 个 推论 ， 有 限 基 数 和 无 限 基数 的 系统 不 能 被 们 作 
任 徊 一 个 具有 减法 和 除法 的 系统 中 去 ， 你 能 证 明 它 吗 ? 


习 题 
详细 证 明 ( 用 布尔 代数 ) iX nik eckde mh di. 
. 证 明 : HERA EA z, 有 asat, (提示 :; 用 定理 3.》 
. 证 明 : d 十 4 十 4d 一 dE9 一 d，{ 提 示 : MEIL) 
. (a) WBR: £n m EARE, 那么 d-5—d, 
(b) 同样 证 明 : ed=d, | 
A^ REP S nr. e+td=e. 
A JÐ $ 12.5 iE: c-ce-ce-c, 
证 明 : dese, 
证 明 $ 12.4 中 最 后 一 个 命题 ， 
(a) wE: 如果 xcd, MA zJd-—r, 
(b) EM: 如 果 z--d—e, WA ze, 
*10. HTAR G, BEXT BEGBCERES BELLES IB AE 
H CERK) 的 证 明 . 
(a) 证 明 : 证 明 中 对 总 的 阶 了 加 限制 ， 
(b) WEBB: EEG +a AED E AR TE. 
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23s inT Ee. CMH Aao mEX m=0(9)F n= 
oC), BAPM n= oT) 8E Adis 29 ra Aa S 39] T fis kt 
的 个 数 ， 对 任意 这 样 的 对 应 zYF>zy Vig — T ERE ys f(x). 它 对 
4^ E UE At acs, WRAAE vycT. 为 了 计算 所 有 不 同 的 抽象 
ERU FEAT, 我 们 广 意 ,号 的 第 一 个 元 素 王 丛 好 有 oz) 种 可 能 的 
S; 对 于 每 一 个 这 样 的 象 , S 的 第 二 个 元 迪 的 象 ¥ 有 0( 了 了) 种 选择 ， 
等 等 ， 记 以 所 有 0045) 个 元 素 的 象 的 选 靶 总 数 是 of E Æ os) 
te, BMT oT). 

o CP) "2 的 这 种 组 全 特征 可 以 应 用 于 无 限 基数 . 

EX Rat B GLAE ES AES GE AK. 1 B" 是 从 由 驻 个 元 素 组 
成 的 集合 到 由 如 个 元 束 组 成 的 集合 的 函数 的 个 数 ， 

这 定 头 了 一 个 单 叶 运算 ， 即 如 果 &=w HE-B, MA -— 
六", 共 证 本 是 显然 的 , 我 们 把 它 略 去 ， 

定理 10 “一 24 

证 明 0 和 1 之 癌 的 每 个 实数 有 一 个 二 进 数 展开 式 .rw 
za…， 疙 可 看 作 一 个 无 穷 序 列 £r za mace, Mox; 等 于 0 或 1 
不 同 的 实数 2 和 # 有 具有 不 同 的 展开 式 84.2), EHE ER 2 Fa 
(21,022,295, 7) 是 一 一 的 . 可 是 这 种 序列 的 个 数 由 定 苑 是 下 面 项 数 的 
个 数 , 这 种 冰 数 是 从 可 数 的 定 交 域 ( 即 ， 序 列 中 所 有 d 个 位 置 组 成 
HEREA PEE 263 CBTL 0 和 1) 组 成 的 取 情 域 廿 的 阔 数 ， 我 们 推 
出 ,0 和 1 之 间 的 实数 至 多 有 23 个 , 因此 根据 定理 7 有 cc 所 24. 

另 一 方面 ， 每 个 仅 由 数字 3 和 ?组 成 的 无 限 十 进 小 数 也 可 表 
示 不 辐 的 实数 , 因此 23«c. 现在 利用 定理 6, 36 (14568 e= 22. 

定理 ll] 对 于 任意 基数 x, ey, T do 9) ER GE WU] nz 

(i) afa" =at, (ii) (aB)' —a" B, 
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iD (a "=at", (iv) a! =q fe 1*- 1. 

WEB] (Opimius SEIBUWEBIALEREAOS. TER 等 
式 ( 人 一 (iii)， 我 们 慨 定 S, T AU DIERA a, 万 和 ?个 元 素 的 
集合 , HAB TIU EDAH. 

(i) 的 证 明 设 丰 是 这 样 的 集合 ,在 中, 了 和 区 是 互补 子 集 ， 
3211725 Hd Ho V. IES SHAR b (e). RIEM, Xx E eR Er A 
个 数 等 于 af. 53— 0, A tE A EUER AE —ÓEACOS A ERL E 
CF), 9g Q0), JE EL go JG AR ERL C CGG 9 0 ) 稀 定 一 个 这 样 的 后 
Br, 这 里 FOLDER T 8, g GO EB LU SS. Ea RE NL, XC ES ROSE FOL 
个 数 是 ala". 

(让 )) 的 证 明 FEAR AGO, "EHE u CULA BG, D 
—(fG), gG20), 8 $ ia SESAT RERE. BEMA, 
AERAR REGA. BEELER (GO, 2000 的 个 
Bra B*, 共 中 FDM A S, g CO JE ML U T. 

(ii 的 证 明 考虑 两 个 变量 ETH ucU Bug SC POL. € 
fr. Euer, 根据 定 浆 , 这 种 国 数 的 个 数 是 吧 ”*， 但 是 ,对 每 个 固定 
H u, FO. 多 联系 一 个 对 应 关系 fLOD, 它 赋 给 每 个 主 一 个 值 (4) 
—f(ü.wC€S. AR, EAA uef ETATE t M 
的 函数 ff, w) — fO. BI 29 A dom X. FL e AE, Br A 
f Gi) BT GS Ca". 证 毕 

HEH 10 和 定理 11， 我 们 可 以 从 相应 的 关于 二 的 方程 推出 
一 些 包 含 = 的 方程 。 例如， 

ci= (24)2=2 = 2 =e, 

2c—2124 —21*d — 3d —c, 

cd —(21)4 —243* —24 —c (参看 定理 4). 
利用 这 些 结果 和 下 面 的 习题 1 以 及 定理 5 我 们 容易 地 得 到 瘟 
dè =c fH n* —cOS HER EH EE nz 1) X EE I CAU. 
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定理 IZ 对 住 意 基数 % 有 a2. 

HA ”这 个 记号 是 指 & 志 25, 但 外 2". 

证 明 设 仿 是 基数 为 a 的 任意 集合 则 2 就 是 函数 f(z)， 
ge), EAEn DERRE E S, 取得 为 0 和 1. ux 
f. —0, HrAy fl, 于 是 我 们 就 得 到 人 和 从 仿 到 集合 
(0, 1 的 移 数 的 特殊 集合 之 癌 的 双 射 fu 这 就 证 明了 a2. 

RIIK, 设 在 总 和 中 总 为 定 交 下 、 取 值 为 0 和 1 的 画 数 之 间 ， 
给 定 任意 双 射 eege 构 坦 一 个 新 函数 h(x): AC) —0, 25 go) 
=l; Ale) =l, 9bg,(a)—0. iXWAXE X. 1 — ELS Xpg X b, 取 值 
为 0 和 1 的 函数 , mi EBEA, XE ER C ge (o) 55g. Cc). 
我 们 得 出 结论 : 六 与 每 个 9 都 不 同 , PUTES TROIS 2928 SCR 
值 为 0 和 1 的 所 有 了 阅 数 的 集合 之 问 不 存在 任何 双 射 ， 用 符 导 表示 
AA aT2- | 


iJ 题 

i. WE: 如 时 ese, 那么 对 所 有 v.d 
(a) atr ty (D avyszüy 
(c) a? (d) prp? 


2. 证明 : e'—2*, (GRE: H $12.4 习题 7.》 

3. EWN: 如 乐 集 合 仿 鬼 基 数 为 4， 那么 5 的 所 有 可 能 子 检 的 集合 具有 
基数 2-. 《提示 : 每 个 子 集 合 TSS 定义 一 个 特征 前 数 fun fa) 1, 当 
zCTf,(r)—0, M aztT) 

d. EN: IE EBOEUNH T3 ESTAA CE ERG A. 

*5. (a) 在 多 少 个 实数 的 有 限 集 各? 

(bo 府 多 汪 个 实数 的 可 数 集 合 ? 

*6， 有 迄 少 个 实数 的 集合 , ERI E e 

T EERW a0, A 09-1 和 05=0。 证 朋 ， 这 个 约定 与 定理 11 的 
5E $t (GO -- GO EHR, 
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第 十 三 章 环 与 理想 


$13.1 34 

在 这 一 章 中 , RREFERA CNi, 还 要 
指出 后 者 是 如 何 同 理想 有 关 . 然 后， 我 们 把 理 棚 的 概念 应 用 到 与 
代数 曲线 ,代数 曲面 有 关 的 几何 上 去 , 并 且 应 用 淹 代 数 数 的 分 解 理 
论 中 去 (在 第 十 四 童 中 )。 我 们 的 基本 公设 如 下 记述. 

定义 ” 环 有 4 是 这 样 的 元 素 骤 统 : 它 在 加 法 运算 之 下 是 一 个 阿 
贝 卫 群 , 在 乘法 运单 之 二 是 封 闲 的 ;这 个 束 法 满足 结合 律 ， 半 且 对 
于 加 法 满足 分 配 律 ， 于 是 , 对 于 环 44 中 所 有 的 a;b, o A 

a( bc) — (ab)c, 
aG(b t 60) — ab ac, C1) 
(a--b)c—ac-- bc. 
d 1x XE E ARAS IRACH— TAa k I 地 0, 满足 lasal =a, 对 
— A aA. 

环 包 括 在 第 一 二. 三 章 中 所 研究 的 所 有 整 环 和 其 他 交换 环 ， 
£l dn ZO mee ym AD. AD, yj( 系 数 在 任意 给 定 的 交换 环 4 
中 的 多 项 式 环 )， 它 还 包括 非 交 换 环 , 例如 §8. 11 的 四 元 孝 环 ， 任 
BERF ERBIA nx n B BEZB. HE B5 HR 4p M) dE AT B fü 
AB 运算 之 下 是 一 个 环 , 当 n1 时, 它 也 是 非 交 措 环 . 

ARAR B ELENA, IARTA AH a, b) Gir acA, 
bEB) 组 成 的 集合 , 在 由 

Qa, D) + (a5, 53) = Ca +da, bit ba), (2) 

(Gi, b (a5, b;) = (amas, biba) 
AE SL BI PARERE LZ PET AR, XECEE BERI SER 2 A Er Bf & do, 
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记 作 AOE. [Wün, i QUER EBED BA, ZEER, Q 是 四 元 数 环 ， 
则 QCOZCOQ 是 一 个 环 ， 这 个 奇妙 的 例子 对 很 多 类 型 的 环 给 出 了 
AU XI 
变换 环 理论 的 大 部 分 可 以 推广 到 韭 交 换 环 上 去 ， 例如, $1.12 
中 给 出 的 环 同 构 芍 定义 , 不 管 是 否 请 是 条 件 ab — ba, 都 适用 ; $3,3 
中 给 只 的 子 环 定义 也 是 如 此 ， 上 此外， 交换 环 中 的 很 多 讨论 都 可 以 
应 用 到 任意 环 上 .例如 我 们 可 以 证 明 , 一 个 环 4 的 子 集 台 怠 是 子 
HAHH 1CS, 当 忆 和 在 如 中 时 可 推出 8 一 c 和 Bc EXE S rp, 
另外 一 些 讨 论 见 习题 1. 
线性 代数 中 和 矩阵 和 四 元 数 是 具有 可 加 矢量 空间 结构 的 一 类 
环 的 重要 例子 .原先 这 些 环 是 作为 比 吕 更 广 证 的 “结合 代数 系统 ” 
来 构造 的 , 令 天 通常 称 它们 为 线性 结合 代数 . 
EX, 域 玉 上 的 一 个 线性 代数 是 一 个 集合 时 ， 它 是 及 上 的 一 
个 有 限 维 关 量 空间 , 并且 来 法 满 是 结合 律 和 双 线 性 
«CB y) — (af) v, (55 2. HE) (3) 
alef T dy) —c(aB) t d(ay), 
(ca dB) y —c(ay) 4d (By), 
at Fo a HE AR 6 de d, AAA OP PEL a, B, y, 上述 这 些 定 
祥 都 成 立 . 3D 6 Bp ge 9D x Ku usps EGER mop 对 中 前 
^| «d la—a-—als, ?Logp — 43 ERGGOE lL 如 果 再 增加 一 个 条 
TR spÜDOR ERA «50, ANA FALE a07.39 acla— 1, 那么 称 这 
个 代数 是 可 除 代 数 ， 
特别 是 , 每 个 线性 代数 是 一 个 环 . 
著名 的 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 定理 (1878) 指出 ,全体 四 元 
数 构 成 实数 域 上 唯一 的 非 交 柳 可 除 代数 . 


《 双 线 性 ) (4) 


D XTATEIEORBEAHBEREE SE RE PE2 DIT DEDE IE. 并 由 于 我 们 对 它 丁 和 遇 感 兴 
Ak, EA HGEuR. "Bum $13.60 可 以 省 略 , 这 并 不 影响 连贯 性 . 


CE y 2; 


例 1 在 实数 域 上 构 东 一 个 折 SEURASC B pos Fs eL 
PH JEZCSR 6 和 e, 它们 是 按照 具 则 de =e8=8, 07—0, c?—e X 
相 乘 ， 根据 这 些 法 则 , 可 以 求 出 冯 的 任意 两 个 元 素 的 溢 积 , 因为 

(aó 4- be) (có -- de) —acó? + adóe tbee J- bde? 
= (ad -- be) + bde, 
aR EWER REA RBS AW. xx4- BUB 
RULARE, E RI ARDET I EU 938 25 3e ZR dew] UI 
XE X — AIC. 

例 2 RFEA nxniBEREREEE E Ma), EAE BE E; 
作为 它 的 基底 ， 吾 5 bG, 力 位 置 的 元 素 是 1, 共 余 的 元 镇 都 是 零 ， 
AE COENEPEARE ByE E EE; SOLA). 

例 3 设 共 是 含有 元 素 Ge, u ARER t=, 的 
有 限 群 如果 罗 是 任意 域 , 那么 存在 上 的 线性 代数 时 , EAG B 
元 素 作 为 基 元 素 , TE 9L vp, 根据 刀 的 群 形 ,并 由 双 线 性 求 定 兴 陛 法 ， 


(20, H Ta) (gio H ux.) — T Gru au). 
hj 


这 个 代数 称 为 好 在 吾 上 的 群 代 数 ， 
转 别 是 ， 以 & 为 生成 元 的 二 阶 循环 群 的 群 代数 具有 基 元 素 
l= fB a, HARHA 
(x-1+ y0) MM (xe T yu) a. 


对 于 基底 B—179, y—17 v RUN RERA ^ B, vh m v 


By-—vB-—O0. 

Bj 4 2nx2n Eh, f EZLRZE FS nos ARPERCRE RE 
TIERA KB EE £H | 853 iS er A EX, FER, 这 个 代数 是 M COP) 
BHATI, CERA MCP)B ÉD, 

df 1L fE up BIET 3B [Ve RFL EE HB ($0. 5 定理 8) 的 
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一 个 定理 ， 同 一 个 瑾 互 上 的 两 个 代数 CR Uo m ET o PA 
存在 双 射 aa, 并 保持 三 种 运算 : XE UL a, BEN 和 一 切 cEF， 
有 (atp) =a +p", (ea) = cal, (a) at B (5) 
时 , RERA y 9C E E an o | 

定理 1 LAŽA ny en Ep GE dX E 5-—Tnxn 
EFRA. 

iEBB ”代数 中 是 元 素 皇 的 矢量 空间 . TRE UR ARI OX dE 
XM aed T, EALAR 于 中 任意 元 素 £ ( 即 名 一 加 ) 而 得 到 。 因 
为 如 (4) 中 所 示 的 胀 法 是 双 线 性 的 ， 所 以 四 是 线性 变换 .因为 现 
在 单位 元 素 是 1, 由 la—18 推出 a— P, 所 以 不 同 的 元 素 w 3 BR 
出 不 同 的 变换 于 和 加。 此 外 , 由 代数 公设 得 到 

£(a--B)-—Efa--EB, Elea) =elfa),  £(aB)- (Ec) f. 
Bt LJ 3Br 92e dd a-8i:I—T- LU, ea eT, of —-TU. 3X3& 
味 着 对 应 a> P RA BER s A E ERE E HR P FOLE IST 
AJEL, ixi: ce dA LORD JH AS RE A Hb dea pk. Ee REOR 
yx. 


习 题 
1. (0 证明: iElRXeH Br a) lb ab —(—a)—a, 
(b) WE: 对 所 有 a, a0—0a-0, 并 且 单 位 元 素 1 JE — s, 
. 证 明 : 由 (2) 定 义 的 直 和 实际 上 是 一 个 环 . 
证 明 ， 两 个 束 环 的 直 和 不 是 整 环 . 
、 写 出 如 个 已 知 环 的 直 和 的 定义 , 并 证 明 它 是 一 个 环 . 
.证 四， 域 上 两 个 线性 代数 的 直 和 , 在 适当 定义 * 数 乘 运 算 之 后 , 就 
可 成 为 玉 上 的 线性 代数 . 
6、 证 明正 文 由 关于 描述 子 环 8 的 命题. 
7， 证 明 ， 线 注 民 数 的 零 元 素 0, WE E 0=0=0: E, 对 一 切 丘 
(8. “对 偶数 "的 代数 是 可 除 代数 吗 y 给 出 证 明 . 
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9， 证 明 下 列 各 系统 是 线 社 代数 : 
(a) 对 所 :有 a 和 及 满足 条 件 e 250 Bo 5c EH] Vu. 
(b) Bf #X3 三 角形 矩阵 (对 角 线 下 面 的 匹 素 都 为 零 ) . 
10. 证 明 : WEP EF LIER xD GRE WBA APAP 是 
对 (到 的 一 个 月 司 构 。 推 广 这 个 结果 。 
ii. WEST: JAT nx n BRET TE RU nxa4BRE 4 一定 总 标量 类 隆 。 
Cbr. AG eA Es, 可 变换 . ) | 
12. atA eg, VERI or 中 所有 那些 与 or 的 每 个 元 素 可 交换 的 
SER = 组 成 的 集合 ?是 .x TRE CERA ot 的 中 心 , ) 


$13.2 Rl 5 


给 定 两 个 环 4 和 ARIY aah, 如 果 对 4 中 每 个 元 素 
o, aH 是 4' 中 唯一 确定 的 元 素 , JE ELLA RTR a b, 有 

(atb) H —aH -bH, (ab) H= (aH) (bH), 1H —1I', (6) 
则 我 们 称 对 应 4 一 >4 互 是 和 4 到 A4' 的 同 坊 ， 简 单 地 说 , 正如 83.3 中 
交换 环 的 情形 一 样 ， 同 态 是 一 个 保持 单位 元 案 ， 保 持 和 与 积 的 映 
Af. 同 群 的 情形 一 样 , 映 上 的 同 态 也 称 为 满 同 态 。 

从 环 4 到 4' 的 同 态 豆 一 定 是 由 上 4 的 加 法 群 到 A 的 加 法 群 的 
同 态 , 所 以 豆 具 有 $ 6. 11 中 对 于 群 已 经 证 明了 的 性 质 

0H —0', (—a) H= — (aH), (a—b) H —aH —bH, (7) 
这 里 0' 是 环 4' 的 零 元 素 , 即 4' 的 加 法 群 的 单位 元 素 . 

我 们 所 郊 悉 的 把 每 个 整数 = 映射 到 模 知 剩余 类 的 对 应 eF > 
an 是 整数 环 忆 到 Zu 的 同 态 如果 f(z) 是 系数 在 整 环 吃 中 的 任意 
多 项 式 ， 那 么 用 万 中 轿 定 元 素 5 “替换 "f(z) 中 的 e 而 得 到 的 对 应 
fo) — f (0) J& & SUCRE DD 151 D B —A- d ds, IREE a 
的 多 项 式 形式 的 加 法 法 则 和 乘法 法 则 ， 对 于 相应 的 五 的 多 项 式 表 
KA, 当然 适用 . 如 果 Q[z] 是 有 理 系数 的 多 项 式 环 那么 对 应 f (2) 
一 > 了 (WZ) 是 多 项 式 环 QIZ] 到 由 所 有 数 atb 3 构成 的 域 上 
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Bud, $2.1B] BYE). Pi TRA BAA A AOB, 通过 对 
应 (m, b 清 同 态 地 映 到 被 加 项 B; 正好 根据 直 和 运算 的 定 
X22, 这 个 对 应 保持 和 与 积 ， 

为 了 明确 地 摘 述 一 个 具体 的 同 态 ， 我 们 自然 要 了 问 ， 人 什么 时 候 
第 一 个 环 中 两 个 元 素 4 和 在 第 二 个 环 中 有 相间 的 象 ， 根据 活 则 
(7), EU P6 109280988 (a — b) H — 0' 时 ， 才 可 能 发 生 这 种 情 误 . 
盆 王 我 们 寻求 这 群 元 素 的 集合 , RETRA RHA 4' 的 零 元 
3& 0' 上, 例如 , [8] ZZ, EU. m 103 B3 EE emih EAG., 所 有 
3X FER Tr i6) 4 er TEE PER BI, 还 有 , X PEOR Z 
HERRAR EDERRA P. e, Ted f(x) 一 > 了 (3) 
把 所 有 可 被 x 一 8 ERSA, 再 没有 其 他 包 项 小 可 以 
映 映 到 零 。 所 有 这 些 多 项 式 组 成 的 集合 仿 在 减法 和 用 DLx]J 的 所 
市 元 素 (不 管 这 些 元 素 是 否 在 S 中 ) 与 它 煌 葬 的 运算 之 下 是 封闭 
的 ， 这 两 个 例子 列 含 着 下 面 的 定义 和 定理 (参看 83. 8). 

EX 环 忒 中 的 理想 它 是 具有 下 述 性 让 的 寺中 非 空 集合 : 

(D €,4dec; ACP, THES cu, 70 X Cv; 

GD c ÆC F, at At, THH oc tea IC, 

定理 2 在 环 几 的 任意 同 态 再 中 ， 由 所 有 映射 到 震 的 元 素 组 
成 的 集 从 是 44 中 的 一 个 理想 

为 了 在 一 艇 情形 下 证 明定 理 2, CEA pArA E cH 二 0" 
的 元 素 c 的 集合 , 其 中 0 是 象 4 的 和 零 元 素 ， 那 么 ， 对 4 中 的 任意 
TR aH (ae) H — (aH) (cH) = (aH)0! — 0 tt (ea) H — (cH) (aH) 
二 0', 这 就 证 明了 性 质 (iiy， 此 外 , RHCT), HeH = eH, 
得 到 

(6,— 6) H —c,H —ce,H —0' —0' —Qf, 

因此 证 明了 性 质 CO. 

这 个 结果 表明 ， 环 中 的 理想 类 似 干 群 中 药 正 夫子 媳 ， 为 表示 
。f78 ^ 
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XX RARI, RINTA AE e A BRA ESSE HUBLDA EX IB ny er Ay 
IH Bm. HHE SCRIBIS, RRI B EA ERS H 
之 下 的 满 同 态 象 ， 所 以 每 个 元 素 DOB ERT CAEH z F RR 
adf. 

定理 3 TAKARA odo EARRA EHI), 

证 明 ”我 们 必须 证 明 ， 如 果 五 和 五 分 别 是 4 到 4 30A" 上 的 
MKE, 计 且 aH —0' 25H (X?4 aK —0", S524 A' 350 A" 是 同 构 的 . 
RGR, ETR a'CA' OM er o" CA" YURAR 263 TE A 
中 有 会 共 的 象 源 o, 所 以 对 某 个 a, aH =d, aK =a" ht, 4 a -— 
G'. 这 个 对 应 是 一 对 一 的 : 在 这 个 对 应 下 ,对 4 中 每 个 中， 在 全 
由 有 一 个 且 只 有 一 个 中 与 9 对 启 ， 为 证 明 这 一 虚 ， 首先 注意 ， 对 
4 中 每 个 ea 在 4 中 至 少 有 一 个 象 源 8， 因此 在 4 中 有 至少 有 一 个 
a" ak 与 a 对 应 ， 其次, 如 果 a e—a", a eb", MWAHA 
HWA a, b, 有 | 

aH =a, aK:--a', bH —a', bK—b', 
Ui sk (a— b) —a' —a' —0', 根据 假设 可 推出 0 —(a—5) K —a' 一 
b^. XX A XE ers DE FORIS BL xx Ab DS 29 dua! 9a" ,b' «—b" 3 z4. 
a 十 站 = (atb) H *—»(n--5)K =a" b", 
ob —(ab) H< (ab) K =a" b", 
xk ia jio Ma HARK, 5 是 和 到 的 公共 象 源 ， 

理想 的 两 个 性 质 (i 和 (ii 有 几 个 直接 推论 ， 任 意 理 想 品 包含 
茶 元 素 c. 因此 (让 表明 ce 一 ce 一 0 在 QC 中 ， 所 以 对 局 中 任 窟 5,0 一 e 
二 一 BEC Hh, RRRA), RIS, 0 中 任意 两 个 元 素 之 
和 十 02 二 1 一 (一 02) 也 在 CC 中 .于 是 ;因为 1€4, 所 以 4 的 非 空 了 
TE O E A AE S HN SHEE HE H A tita 和 012; Eea 
4r Oh, KR e Ies Xp C iB, a Aa EAR, E, AA 
AEEA BUT 5, BIXUEWLDURAÉÓAARBRBRILEL EAI 4 
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df i-—^-3635 0 LE 88 {0} 总 是 任意 环 44 的 理想 ， 它们 称 为 环 
由 的 息 理 想 ， 人 性 意 其 他 理想 称 为 店 理 想 ， 相 应 邮 ， 环 4 的 真 满 同 
态 是 这 样 一 个 同 态 , 它 的 核 是 4 MARN, 所 以 真 满 同 坊 不 是 一 个 
I] $9 CIS] F9 E148 (01 9E $4 0^, | 

定理 4 可 除 环 没有 真 满 同 态 象 ， 

证 明 只 人 须 主 明 可 除 东 号 没 有 真理 想 , 设 局 是 也 中 任意 理想 ， 
它 不 是 理想 10}, 于 是 它 包 含 一 个 元 素 €e0. BENED, Copy 
1-c7o, Tg PERTOD, C 包含 整个 可 除 环 的 任意 元 素 =al. A 
此 局 不 是 真理 想 , 如 断言 所 述 . 

HE 

AnHAb5 Eia An MA 5 BUG E 22( 共 中 变数 
aCA)RyJE AE (D)RE—-ERZR, NT AREER CORD. 3X 
理想 (b) 称 汶 主 理 想 ， 它 是 4 中 包含 8 的 景 小 理想 .我 们 回忆 一 
下 , 由 $1.7 定理 6 可知, 整数 环 Z 中 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 根 
JE S 3.8 定理 11， 任 意 域 了 上 的 一 个 未定 元 的 多 项 式 整 环 FI] 
"m, 上述 结论 同样 成 并 ， 

在 两 个 变量 的 有 理 系 数 多 项 式 环 QLx, 的 中 ,常数 项 为 过 的 所 
有 多 项 式 的 集合 CC 是 一 个 理想 ， 它 并 不 是 主 理想 ， 因 为 两 个 多 顶 
式 z 和 8 虽然 都 在 C 中 , 但 它们 不 能 都 是 其 中 一 个 多 项 式 的 倍 式 ， 
也 不 能 同时 是 同一 个 多 项 式 f(x, gir fX. 虽然 这 个 理想 CC 不 能 
HL FERRI EDDA, TE 9) EG, 但 是 它 的 所 有 元 素 都 可 用 含有 多 
项 式 系 数 的 线性 组 合 sglr, y) -- yh (x, 幻 来 表示 ， 所 以 整个 理想 是 
通过 两 个 生成 元 x 和 8 的 线性 组 合 给 出 . 

现在 考虑 和 由 变换 环 44 中 任意 给 定 的 有 限 个 元 又 的 集合 生成 的 
理想 ， 如果 一 个 理想 她 包含 元 至 €1 02 7 Cm 那么 它 必 人 包 人 省 所 有 


线性 组 合 祖 ,xici, 其 中 系数 zi 在 4 中 ， 而 集合 


= 480 * 


(41, ca ts Ca) C [HAER te CA] (8) 


本 身 是 一 个 理想, 这 是 因为 
2 6 — 2 ios = 2G, — H;i) Ci 


a onse, )^ 2.26. 


AE, dX Uo. 这 个 集合 具有 关于 理想 所 要 求 的 性 质 (i 和 (ii)。 因 为 4 
具有 单位 元 素 1, MAENE 0; 必然 是 集合 (8) 中 的 一 个 元 素 
6; = O61 二 O61 二 Tlre tOcrdt 十 Orem. 

因此 ,由 (8) 式 定义 的 集合 (ce1,-…, 5m) 是 包含 01,…, cm 的 4 的 一 个 
理想 ， 并 且 它 还 被 包含 在 包含 所 有 e 的 任何 理想 中 ， 它 称 为 以 
£1, "Cm 为 基底 的 理想 . Cic b SO xe BE [8] 2e S [i] 的 基底 相 
AE FE, 因为 和 如 十 全 十 Batpm 一 0 不 一 定 能 推出 01 70470.) 

在 大 多 数 就 悉 的 整 环 中 , 每 个 理想 都 有 一 组 有 限 基 请 , 但 是 也 
存在 一 些 整 环 情 况 并 非 如 此 ， 


习 题 

1， 在 下 列 碳 射 中 , 哪些 是 同 态 ， 为 什么 1 对 于 是 同 态 揭 上 映射， 播 述 责 射 
a EHE, 

(a) a—5g, aik& Zu 

(b) f(z)y-f(00, f(r)E QIs]nm En o Rakat. 

e) für, 3) fF üt, 0, XE Fr, y12E FL ]89pR BI (o, y, € ERED., 

2. HEB]; PRESB RET THERRET, 

3. YES fü. y) =a4 bud bayt ewt ewy t egt c 组 成 的 环 
Qiz, y], FASTRAR A tE, nH3DdE GO EME, GRO 
的 基底 . 

(a) 4 339 € Ca 0) I9 BCEE ERAS Fn 加. 

(b PE x BEHS IAN fO) (5,700, —0), 
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(c) ARA LEO NUI SX (e 6:040), 
4. (a) 求 出 名 ;中 的 所 有 理想 . 
(b) RE Z 的 所 有 同 态 象 ， 
5. 详细 证 明 : 第 一 章 中 定义 的 环 L On m Zu, 是 马 的 唯一 的 真 满 同 
想象. | 
6. (8) 对 每 个 内 求 出 Za, rh BU PEE PER, 
(b) RE Za BO BUE EIER 
7， 求 出 两 个 域 的 直 和 中 揭 所 有 理想 ， 并 推广 这 个 结果 。 
8. ski EUR. ZOZ 中 的 所 有 理想 . 这 里 也 是 整数 环 . 
*o. 证明 ;如果 C, 和 Cs 分 别 是 环 A, 和 A HAR, MAER 如 中 
C, REN ADA 中 的 理想 , 并且 这 个 在 和 中 的 每 个 理 椒 都 具有 过 种 形式 ， 
10. 证 明 : EER H, (0 —003 Bit a b didatk CS 3.6), 
11. WEB): 如 朵 44 是 一 个 交换 环 ， 共 中 每 个 现 想 都 是 主 理想 ,那么 4 中 
TENDER acia b UE kx BI T. d, 并 可 下 成 4 一 rg 十 sb. 
*12. VAGA WE FALE, 4 和 碧 具 有 周一 个 单位 元 素 ( 例 如 和 4 可 以 是 
域 下 上 的 多 项 式 环 }. 证明 : AR 4 ATE SUE iE IgEImYE. 


"18. B Zi EB 站 (其 中 分 母 与 给 定 的 素数 互 素 ) 组 成 的 
环 ， 证 明 : Z# 中 每 个 真理 想 具 有 形式 (9 乓 ,其 中 天 是 某 正 整数 . 


$13.3 $ H 

对 环 的 每 个 同 态 , 都 存在 对 应 的 理想 ， 该 理想 的 元 素 在 同 态 下 
映射 到 零 ， 反 过 来 , 给 定 一 个 理想 , 我 们 现在 将 构造 一 个 相应 的 同 
态 象 ， 环 4 中 的 理想 Q 是 4 的 加 法 群 的 子 群 ，A4 中 每 个 元 素 4 属 
于 一 个 障 集 ， 这 个 陪 集 常常 称 为 剩余 类 6 二 4 十 0， 它 是 由 所 有 和 
十 el 变量 cEC) 组 成 ， 两 个 元 素 oi 和 as 属于 同一 个 隘 集 当 且 仅 
当 它 们 的 差 在 这 个 理想 OQ 中 ， 因 状 加 法 是 可 交换 的 ， 所 以 C 是 加 
鞭 群 和 4 的 正规 子 烙 , 因此 如 的 所 有 障 集 构成 阿 贝 耳 南 群 , 在 这 个 商 
ib. 两 个 陪 集 的 和 是 另 一 个 陪 集 , 它 是 通过 把 两 个 代表 元 相 加 而 
得 到 , 即 
= 482 » 


(a, -- C) (er C) 5 (0, 7 a5) - C. (9) 
$ 6.18 中 已 经 证 明 , 这 个 和 不 依赖 千 在 给 定 的 障 和 集中 元 到 qn 和 o; 

为 了 构造 两 个 陪 集 的 乘积 ， 在 第 一 个 陪 集中 选取 任意 元 素 
ai en 在 第 二 个 陪 集 中 选取 任意 元 素 aad o,. GER 

tate) at 09) = anm Caes em d- 6162) — 3a; te 
{TERE et 十 C rh 26x. DN Dg AR REB ZH B ERG), m es, 
City P109 XX PETREEITE EE 2E C ' b, RUE, FARERNE 
LUE ARRA RERE AA R H, iX 739 E 
w 

(m 3 C) (a; 7 €) =m. (10) 

pir S se da Er POE HC B HD, A ora prr SE a CARA, E 
含 1RR REA, PTAH OC By4e P PE SEE p — 
T BR. 

EERE SEAE SLC9)RICIO), 38 A BEAT ZG a 
它 的 培 集 的 对 应 中 一 *a —-a--C 是 一 个 满 同 坊 ， 在 这 个 满 同 志和 象 
中 ， 雪 元 素 是 陪 集 0HE, 所 以 C 的 元 素 都 被 映射 到 等 ， 这 些 结果 
可 以 总 结 如 下 : 

定理 5 在 定义 [9) 和 (10) 之 下 , 环 4 中 性 意 理想 巴 的 全 竹 陪 
集 物 成 一 个 环 ， 称 为 商 环 中 A/C. didi 时 一 >G 十 把 4 的 每 个 元 
RAIET HRE, TAARA A/C 的 一 个 满 同 态 ， 而 且 
ik 43$ pe] de à EI 85 Fej C. 

推论 1 和 如果 4 是 可 交 撞 的 , 那么 ACERTAR, 

理想 与 同 态 的 关系 现在 已 经 齐全 了 .特别 是 ， 定 理 3 甘于 唯 
一 性 的 断言 可 以 改 述 如 于 : 


D AAC ERRED IRER BAED EC E A Hn Bs HE SE E), 
= {83> 


it? RH AHIG ARA A, max, 那么 
与 商 环 ACAH. 
Bm EEXY BH» Z RETELA Zm). 上 反 过 来 ， 由 
这 个 例子 所 启发 , 245 (a — 5)€C 时 , 我 们 常常 写成 4 三 BC(C), 并 且说 
alb AB eB EN ERBIT C. 
£g Prin SEA E NLRD bz EXE US AAE pe 8E C BpRH Nf P 质 H. 
为 了 解释 这 个 原理 ， 我 们 定 交 极 大 理想 和 如 理想 ， 如 果 业 中 包含 
理想 的 理想 只 能 是 C 和 有 4 本 身 ， 则 我 们 称 C<4 Ain Ae a0, 
如 果 44 中 理想 三 包含 乘积 a8 时， 至 少 包 含 其 中 一 个 因子 #8 或 总 
则 我 全称 王 为 素 理 想 ， 
在 变换 环 中 , 素 理 想起 着 特殊 的 作用 ， 例 如 , TERR Z H, 
主 理想 (P) 是 素 理 想 当 旦 仪 当 2 是 娄 数 ,因为 当 了 DP 是 素数 , 而 不 是 
其 他 情形 时 , 两 个 整数 的 习 积 ab 是 了 的 倍数 当 且 仪 当 有 一 个 因子 
phim. 
定理 和 dX AX kdAGm,SODBsA/OAAEXG5BGSC 
ERE, dn A/C Soon Boos Oo X Ag AGE, 
证 明 ”交换 环 A/C 是 整 环 当 且 仅 当 它 没有 零 因 了 于 ($1.2 定 
理 1)， 这 个 条件 用 公式 写成 | 
ob —0, 425 a' —0 gg 5'—0, (115 
这 里 a 和 分别 是 元 素 9 和 5 在 4 中 的 陪 集 ， 现 在 0 的 陪 集 a 
PERHEEN a FMW C e, 88 ER AREE RI ELMO BS, 
ab ££, C rp, (£24 a TEC rri 6 EO v. (12) 
ix d Ep SbALGEGBIBC (Gm. 
其 次 ， 假 定 避 是 极 大 理想 ， 并 设 5 是 4 中 不 床 于 CC 的 任意 元 
3E. 那么 可 这 征明 , 所 有 元 素 6 十 bz( 共 中 人 在 音 EC, 任意 vC AD. 


O “ 租 大 理想 "有 时 用 “ 汛 因子 理想 "代替 . 
.484: 


RERE- KARABA C, RATE O HAL 
5， 因 汶 C 是 极 大 理想 ， 所 [以 这 个 理 朴 一 定 是 整个 环 4 特别 是 ， 
单位 元 素 1 在 这 个 理想 中 , MAHA a, A 1l c-bba. 用 陪 集 来 
表示 , 这 个 方程 写成 1' —b'a'. TE, 对 任意 陪 集 2 一 5 十 0 于 0, 我 
HERH ERE a 一 4s 十 CO， 这 就 是 说 ， 陪 集 组 成 的 交换 环 是 一 
个 域 ， 反 过 来 , 如 果 A/C 是 一 个 域 ， 我 们 可 以 证 明 人 是 极 大 理想 
(218A 10). WEE 

因为 每 个 域 是 一 个 整 环 ， 所 以 定理 6 意味 着 每 个 极 大 理想 是 
素 理 想 ， 然 而 反 过 来 , 素 理想 不 一 定 是 极 大 理想 ， 例 如 , HERA 
fix, y> fi, 站 )， 它 把 系数 在 域 卫 上 的 未 定 元 x 和 的 多 项 式 
束 环 有 [zx yj] 映射 莘 较 小 的 连环 F[y] 上 .因此 映射 到 零 的 理 棚 是 
主 理想 tw)， 它 是 由 x 的 所 有 傍 式 多项式) 组成。 因为 象 环 F[y] 
实际 上 古 一 个 整 环 ， 所 以 这 个 理想 (zx) 是 一 个 素 理 想 , 这 也 可 以 直 
接 验 证 、 但 是 百 [ 所 下 是 域 ,所 以 Co) 不 可 能 是 极 火 理想， 实际 上 ， 
它 包 含 在 较 天 的 理想 (zx, 办 之 中 , (az 9). 是 由 常数 项 为 车 的 所 有 多 
项 式 组 成 . 


习 题 

1. EH: 陪 集 的 委 法 满足 结合 律 和 分 配 律 . 

2， 设 洲 一 个 理想 C«CA MAREL: acb(modO) 3i PAH a—b1E 
C 中 .证 明 : 同 余 可 以 入 加 和 相 需 ，C dobk Ht XE E JEU IS A Bo oc SEHR C, 

3， 详 细 证 明定 理 5 的 推 抢 1, 

4。 求 出 整数 环 Z 中 所 韦 素 理想 . 

5， 求 出 域 下 上 多 项 式 环 下 [ 实 中 的 所 有 有 素 理想 和 所 有 极 大 理想 . 

*6. 不 用 定理 SEU; 整 环 中 每 个 极 大 理想 都 是 素 理想 . 

"7. EERME 辫 [g] 中 , 求 则 不 是 极 大 理想 的 素 理 想 . 

38、 证 明 : 在 所 有 数 6 十 Bw (om 二 为 整数 ， 四 是 虚 三 次 单位 根 ) 组 成 的 整 
环 Z[o]r, (2) 是 素 理 想 ， 并 描述 商 环 Zio] 2, 

» 485 。 


9. Æg OL, y] hb, FARE TIERRA, 哪些 是 极 大 
BAT; 


(à) (33), (b) (x—2, 4—3), 
(e) (x*—1), (fy (zt-F1, y— 3). 


10. WEUl: MRAR 410 是 一 个 战 , 312,0 RKAM, 
11. cRIB — 7 TE BS ES Eg Fl e E E AOR: 
(a) A—Q[z], C—(x—25 
(b) A—Q[z], C— (x*--1) 
(€ A-Q[zy] C= (x,y — 1); 
(d) A—Z[x], C — (3, x), 
(6) A-Z$, C—(p), XXHL Zi se oU, $ 13.2 的 习题 13, 
12. (GE--REGGESUO CD 是 环 4 中 的 两 个 理想 . 
(a) 证 明 ; Bp C/D 是 AD 中 的 理想 . 
(b) WEHA; A/C 53CA/D) /(C/ DO pg, 提示: Pr epe UE 
AAR. ) 


*$13.4 理想 的 代数 


理想 之 间 的 包含 局 数 之 疝 的 整除 性 有 着 密切 的 关系 ， 在 整数 
IEZ h, nm ARE m=an, E Em EA e 的 倍数 . nd 
ARERR), MAAR ni m 意味 着 (im) 和 包含 在 (mn) 中 。 反 
XL, Im) C (MEIERS mE GO ri, 因此 m —an. BEA 
Gn)C (2) SARH njim. 
更 一 般 地 , TE CES E ER Rip, (Clai HEilH, HEA ER A 
bar. Hl a[b. MER, 如 果 alb, 那么 对 某 个 CRE b=, 于 是 
THU byc CÓ, 有 by-axgC€(a), 到 此 (Ca)。 这 就 证 明了 
定理 7 O— 4x x Acto RU, 
AT SARA alb. (13) 
EEE: RRT R PERI ERU Ium; Din, 6 fag qs 
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组 成 的 理想 66) 真正 地 也 含 在 所 和 偶数 组 成 的 理想 62) 中 

最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 在 理想 理论 中 也 者 机 应 的 解释 ， 整 
e n M kbA mÆ n pik Ra, JEEE np k wth 
每 个 公信 数 的 因子 ， 干 是 ， 燥 的 所 有 倍数 的 集合 Cm) 是 和 六 的 
所 有 公 倍 数 的 集合 ， 刚 好 也 是 主 理 想 C(n) 和 (有 的 公 鞭 元 素 组 戌 的 
和 集合， 这 个 情况 可 以 推广 到 任意 环 ( 不 一 定 是 交换 环 ) 的 任意 理想 
E, 4n PEOR. 

可 以 证 朋 ， 环 4 的 任意 项 个 还 想 吕 和 局 移交 BNC JE — 78 
想 ， 设 DD 是 44 的 任意 其 人 息 理 想 , 则 理想 BNO 具有 三 个 人 性质: 

(i) BüCCB, 

(ii) BNOCO, 

(i) 由 DCB 和 DCO 可 推出 DCBNC， 于 是 在 格 论 意义 
之 下 , 这 个 交 是 BB 和 0 的 最 大 下 界 . 

桂 惕 于 交 的 是 两 个 理想 的 和 . 如果 吾 与 是 和 4 中 两 个 理想 ， 
我 们 则 可 验证 集合 

B+QO=[ 所 有 的 和 8-+c, DEB, cCC] {14) 

是 冯 中 一 个 理想 ， 因 为 包含 召 和 吃 的 任意 理想 一 定 色 售 所 有 的 和 
站 二 所 坟 这 个 理想 BC tus BAC 计 且 包含 在 每 个 包含 BB 和 
CHRP. TÆER F BC IEBUSCgBilkd Et dz 
B Cis. | 

定理 4 — (14) xL Agde BHO 18 ib 85 dE 5d BACARAR, 
在 通常 包 售 关系 之 下 , XR ACP 8 AUGE B dex — TS, 

WRA man ARRSH d, 802.8818 781m — Qo f6 
好 是 让 理想 Ca). 这 是 因为 根据 (13) (Od) On) EI) m0 H 
于 如 有 表达 式 8 一 ?mR 十 8R， 所 以 包含 吉 和 各? 的 任意 理想 一 定 包 丛 
召 ， 因 击 也 包含 40) 的 所 有 元 素 ， 国 此 ，(@) 是 (ma) SuGOSBE, ug 
4d) = (Cm) + (1). 
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前 面 的 研究 可 以 推 店 如下: 
SE ”在 交换 环 尼 中， 两 个 主 理 粒 的 和 {5)-+-(6) 本 身 是 主 理 
UDARA d S bdect X Xu, 
我 们 把 引 理 的 证 明和 留 给 读者 . 
一 般 地 ,在 交换 环 中 ， 如 果 理 想 刀 和 0 是 由 如 下 的 基底 生成 的 : 
B= (b, ee, bm), C= 7, 6) (155 
那么 我 们 有 , 对 任意 6 ecB--C, 按 C8) 式 得 


bto- sw, 十 Tue 
i j 


AERA VU, B+C 是 由 51,…, Doa REO, o Ca 生成 , 所 以 
Ör Om) Cos, n Ca) = (3, t, Dms 0, ty 0,). (16} 
AX A 22; RU o e A PA E A oe, 可 以 用 来 明显 地 计算 出 束 
数 的 最 大 公 因 子 ， 例如， 
. (336) - (270) — (336, 270) — (336— 270, 270) = (66, 270) 
—(66, 270—4 x 66) —(66, 6) — (6), 
所 以 336 和 270 的 最 大 公 因 子 是 6. 
在 任意 交换 环 中 ， 我 们 还 可 以 定义 任意 两 个 理想 BB 与 CO 的 素 
积 BC, | 
二 [所 有 和 ci 十 :十 bnens DEB, GEC]. (17) 
实际 上 , 这 个 集合 是 一 个 理想 , 它 是 由 所 有 的 乘积 be 生成 的 , 其 中 
BL T-5 4E B is AF e 4C m, 所 以 它 也 是 包含 所 有 这 些 乘积 的 最 
小 理想 : 特别 是 ， 两 个 主 理想 (2 和 (ec) ARRERA b 
TI c 的 履 积 生成 的 主 理想 (8c)， 更 一 般 地 ， AUREUS B MO Jer 
(15)3X 8 JE I D VE BI, ERRER 5c 具有 形式 


be "(Xm Xue; )- 2267, 
因此 乘积 理想 BO 有 基底 
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BC —(bc, bes, b Danis bae, ). (18) 
这 种 乘积 对 于 代数 数论 (8 14.10) 是 有 用 的 . 


可 题 
详细 证 明 :; BACH B+E 总 是 理想 . 
证 明 : (136 BI BI BO 是 一 个 理想 。 
HH Za PA ARARA, 
4. FA gR LAST dr)RETBYEECAKAEGX,. EA; 
dFeria p= ida, 
5。， 用 理想 基底 的 方 兴 计 算 最 大 公 因 子 (280，396) 和 (8624, 12825), 
6. WEB]: 整数 环 世 中 每 个 理想 可 唯一 地 表示 成 素 更 想 的 莱 积 . 
7. 证 明 下 列 变 换 理 想 的 基底 的 法 则 : 
(61, Cm tt, Ca) = Ce, Ets, Ca o CR), 
(EC4, Cg, 7. €) = tas Cn c Cala 
8. 3E Rls, y] th, fepe un ER d8 ro dE x: 
+y, 359g, datt at), 
(sêt 3ryHy*, 2r'!— gt, z?-p6xy, i3-L9t). 
9. (a) 证 明 : 在 任意 交换 环 中 ， BOCB[)C. 
(D) 结 出 一 个 例子 说 明 BO--B[(1C E BERI, 
(c) 证 明 : B(C+D)=BC+BD, 
*10。 证 明 ， 和 在 益 珠 中 所 有 理想 构成 的 烙 是 一 个 模 GE $11. 7 习题 10 
的 定义 ). 
li. EFH Arp, WE B0 表示 满足 retcB(eCO)I BC ES c HR 
集合 ， 
(a) EA: Zp XE BACE, MA B:C mik Asp EE G9" AA 
gu. 
(b) WEH: (R D B2 :C — CB,:C) (1B: C). 
(c) 和 证明 : B:C 是 满足 ZCB 的 所 有 更 末世 的 最 小 上 界 [ 开 ), 
12. WEBB. WAA RBE BMC, FAR B(jC-O0, B+C=R, AE 
Z,RIETB:ETCHBmÓ, 


Lt b ka 
7 € al 
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813.5. SHAHH 
理想 的 概念 在 现代 代数 几何 中 是 基本 的 ， 当 我 们 研究 三 维 空 
间 的 代数 曲线 时 ， 册 于 引信 理想 的 概念 ， 使 推理 立即 变 得 明显 
T. l 
一 般 在 % 维 矢量 空间 可 中 ， 一 个 ( 仿 射 》 代 数 藉 定 义 为 鼎 集 
合 玉 ,这 个 集合 中 的 所 有 点 (2 go) 都 满足 布 限 个 适当 的 多 项 式 
方程 的 方程 组 
(0 (19) 
例如 , 在 R? 中， 平行 于 ey 平面 且 在 «y 平面 上 方 两 个 单位 的 
平面 中 的 贺 C{ 圆 属 在 # 加 十， 半径 为 2) 通常 可 解析 地 描述 为 空 
I] p3l 3e dr 2; Re 
atty d G, z—2-20 (20) 
B3 (x, y, 2) 的 集合 。 这 些 方程 把 曲线 描绘 成 圆 福 面 与 一 平面 
的 变 线 ， 但 是 也 可 以 用 等 价 的 联 立 方程 
z?-Fg?--z?—8-:0,2—2:20, . (213 
以 同样 的 精确 弃 把 妃 描 绘 成 一 个 球面 与 平面 * 一 2 的 交角 .还 本 
能 有 共 他 的 描述 , 鲍 如 用 方程 组 | 
a?--g?— 4— 0, atty —22—0. . (22) 
这 些 方 程 把 C H5 dk IB EC TEL 55 Epei a? 十 y? 22 的 交 线 . 
dE RI DL EHI AR HX HEU IINE iE C Bu S STR 
AHH ACRE CREW. 如果 f(x, y. z)n gir, gi 2) 
是 尾音 两 个 和 多项式, CORE O LESTE, 8ZASÉD 0) A 3E 
在 CF 也 恒 等 于 零 ， 同 祥 地 , TUERÍTZATEEUTEH X o, p z) 5 
f Gi, y, 22833 alr, y, zo FC, 2 四 在 性 上 也 恒 守 于 零 . 这 就 意味 
首 ， 在 姑 寺 的 值 恒 等 于 零 的 所 有 多 项 夭 组 成 的 集合 是 一 个 理想 ， 
于 各 这 个 理想 (而 不 是 它 的 任意 一 对 个 别 的 元 素 ) 就 是 如 的 根本 的 
。491 * 


精 述 ， 我 们 现在 将 证 明 所 有 这 样 的 方程 组 成 的 集合 十 一 个 理想 ， 

定理 9 在 殖 " 中 ,在 给 定 的 集合 入 上 恒 等 于 替 的 所 有 多 项 式 
的 集合 JCS) R Fio, ga 中 的 一 个 理想 ， 

BI2S Z3 pn, 5,2.) 在 给 定 的 点 上 上 等于零 ， 那 么 了 的 所 有 
TE ALEX ELSE TRE, 而 当 了 和 9 在 给 定 的 点 上 等 于 零 , Mtg 
在 该 点 上 也 等 于 零 ， 对 于 在 给 定 的 集 台 总 上 人 枉 等 于 堆 的 多 项 式 ， 
-上述 结 论 千 样 正确 ， 实 际 上 , J(5) 财 好 是 在 不 同 的 点 ES 上 等 于 
和 地 的 多 项 式 理想 J(E) 的 交 . 

例如 , 上 面 所 讨论 的 圆心 的 情形 中 , J 了 (0) 是 由 所 有 线性 组 合 

ACE, y, 2 一 二 各, y, Ka tHg — d-i bie, y, 2)(2—2) (23) 
TJEERERID. HERRA 4X ale, y.) blr, y, z) ARE 
说 , J 了 (OD) 就 是 以 Hy — 440 2—2 2 X RMA (ett y? d, 2 
2).〈21) 中 的 多 项 式 坐 成 同一 个 理想 ， 因 为 这 些 和 多项式 是 (20) 的 
那 两 个 凶 项 式 的 线性 组 合 , 而 反 过 来 , (20) 的 多 项 式 可 以 由 (21) 的 
两 个 多 项 式 的 线性 组 合 而 得 到 .于 是 由 这 条 有 曲线 确定 的 寄 项 式 理 
想 有 各 种 各 样 的 基底 ， 

(2? 4-9? — 4, 2—2) — (a? o- g?-| z?—8, 2— 2) 
-—(a*-4-4?—22,2-—-2). - (24) 

BEER R[z,g,21/(2—9?7—4,2—2) 8-4 E SERE V... Ht 5g 
定义 在 C EBRA RAR RR a ERIS CAE 8 3.2), Xx SEef y nf 5E 
JATE r, y, 2 的 多 项 式 . EX C5 RU, y]/ (+y — 15], 
E] E FH xg ts HEEN eT Ag, dz IS BUT — 78 eA p(cos 0, sin0) 
物 成 的 环 同 构 ， 这 个 商 环 称 汶 口上 多 项 式 函 数 环 ， 由 它 扩张 成 的 
IER C. EO co. 

三 次 挠 线 Caws i, y=, amt dÉ— AIRES ECR g C 
那样 ) 可 以 用 参数 二 的 多 项 式 国 数 来 定义 ， SRER, ERTA, y, 
aE Cs ESHA g —27, z—a*. Ale C; E R eb p H M= 

49] 


{y at, 3 一 853) 定义 的 代数 曲线 . 

根据 定义 ， 多 项 式 pO y, 2) 在 Cs 上 恒 等 于 零 当 且 公 当 对 所 

有 IER, p(t, £, 的 ) 二 0， 现 在 考虑 同 态 中 

few, y, a) FC, £6, 0) (t ERE). (25) 
显然 ,对 Cs 上 的 所 有 点 , 有 gc, 2, 3X EHI ye 和 aw” 33 
世 于 我 们 的 理想 形 之 中 ， 但 是 反 过 来 , 我 们 注意 ， 变 量规 换 # 二 六 
+a’, g= ta? 将 把 任意 多 项 式 f Gr, g, 2278 29 fP' Cm, g', 2), 并 注 
AR. 按照 这 种 形式 , 同 太 (25 是 

fig, z)—f'(5,9,0). (25^) 

这 个 对 应 把 广 中 了 包含 y 六 或 2 AARRE, 而 不 是 别 的 , 所 以 被 
拍 射 到 等 的 多 项 式 就 是 线性 组 合 gm, y, a)y hn, y, 222. 因此， 
$1389 8 38M TE REA g' — 9 a, 2 一 5 一季 为 基底 的 理想 (9 ,2') — 
(g-—2),2—32*), RIER Cs 表示 成 一 个 抛物 柱 面 与 男 一 个 柱 
WAAR Æ Ca 的 进一步 分 析 中 ， 商 环 民 [z,9%,2z]/ 起 着 重要 
必用， 映射 (25) 宕 明 这 个 商 环 与 多 项 式 环 RICOBE. 

两 个 理想 的 和 有 简单 的 几 休 解释， 例如, 在 RI, y, lH, E 
理想 (2 一 2 表示 平面 —2, 因为 这 个 理想 中 所 有 的 多 项 式 fr, y, 
&)(2-—2), HÉJ z, y, z AFE 2—2 上 点 的 坐标 代 夫 时 ， 都 桓 
AEG. 类 伺 地 ， 主 理想 ( 叶 十 扫 一 和 定 交 了 一 个 以 2 BD f 
径 为 2 的 圆柱 面 ， 祖 据 法 则 (16)， 这 两 个 理想 的 和 是 fz2? 十 六 一 4 
z—2) RARAS, 这 个 和 (23) 形 示 一 个 贺 ， 它 是 平面 和 圆柱 
THA EKLERE: 两 个 理想 的 和 所 对 应 的 轨迹 是 各 理想 
所 确定 的 轨迹 的 交 . 

反 过 来 ， 多 项 式 环 Rpr, e,r.) 中 的 任意 理想 J 确定 一 个 相 


C ARA (25) 式 定 必 一 个 同 访 这 一 事 灾 并 不 尼 热 ， 证 明 它 需要 把 3.1 的 定理 
118r. 
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应 的 胃 迹 ， 这 个 轨迹 是 由 % 维 空间 中 使 得 对 每 个 多 项 式 fEJ 有 
F(t) 二 的 所 有 的 点 (1 … o.) 组 成 希 尔 伯 特 基底 定理 

言 : J 具有 有 限 基底 fuos fo, 所 以 相应 的 胃 迹 六 的确 是 一 个 代 
ARE. 可是， 这 个 化 药理 想 J(F) 可 以 大 于 给 定 的 理想 (参看 下 
Ti 6 HRA 3). 


习 题 
1. OR R* 中 其 有 参数 方程 了 一 上 十 1， y-U0, z—i1t-] gd 的 曲线 所 对 应 的 
2， 证 明 : 由 两 个 线性 无 其 的 线性 多 项 式 生 成 的 任意 于 想 (ax-byl 
cz azd-bgd-cz)WxE Rs 中 的 一 条 直线 ， 
3. (a) 证明: € RE, y, z] HP Ho B (r, go 5s, zr», y9 确定 相同 的 
TB 
(b) 证 明 : fr3& BERT T 08 2E 7; AERA H E. 
4. 详细 证 明 : TETEXEPLYE EERTE RUE, e zu] 中 密 项 式 的 集 : 
合 是 一 个 理想 . 
9. (a) 在 三 维 空间 中 , zy =0 所 确定 的 轨迹 是 计 么 ? 
(b) 证 明 : di p^ zEBUS BS SE SHEET gx Bud xk Re de cm PT We x 
HIER H, 
(c) Eb 的 结果 推广 到 任意 理想 上 . GET: 如 果 在 乘积 的 就 迹 
中 有 一 点 不在 第 一 个 因子 所 确定 的 轨 述 上 , 那么 在 第 一 个 理想 中 至 少 有 一 个 
Z CE ix RIS.) 
(d) pH xd B8 5c Br acr I ftu E (T AT 
6. (a) TET" XU EU Se fpi. 
T: =g, y' —qg—m-au, i Syet 
(b) HEB]; BLAUE x —x, y —y—pPQG) ser t gie y) ipg 
FTA Bs 38 dac BREL 8 4e 3 — ^e RE, 
(c) 证 明 : deux TAPER BUS SRI Rz, y, 21 Eis B fp, 
7. fa) 证 明 : WRAZ AG TEN, HORA EmA PRA 
RRI "CH DS x MARRURA H, NEAN E REB. 
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(b) 证 盟 : MEHEST Cir y, al 中 的 一 个 理想 , V EA 
E, WAJU KH. GER: 希 尔 伯 特 零 点 定理 断言 了 (7) — H,) 

8. W PIBPITREGÉ B. HB x*--à—0 PpeEBRU ELSE, 

(a) 在 Rs ni, (b) 在 C H, 


*813.6 线性 代数 中 的 理想 

在 非 交换 环 中 , 我 们 可 以 考虑 " 单 边 "理想 . 环 丰 中 一 个 子 集 合 
L ind epy ELp, af Arp, Maey t ardht Lt, IAR 
五 是 生 的 丰 理 想 。 右 理想 可 以 类 似 地 定 允 。 与 这 些 概念 相对 HE, 
我 们 原来 痪 六 下 的 理想 称 为 双 未 理想， 例如 , 在 所 有 2x2 矩阵 组 
成 的 环 M. 中 , 第 一 到 者 是 堆 的 所 有 矩阵 构成 声 理 想 ,但 不 能 构成 
双边 理想 ， 

这 些 概 念 可 以 有 效 地 应 用 到 含 右 单位 元 素 1 R3 £x PE fX 3A 
中 ; 正 象 13.1 中 看 到 的 ， 任 意 这 样 的 线性 代数 是 一 个 评 、 在 这 
种 情况 下 , 任 章 左 理想 蕊 或 右 理 想 及 关于 数 乘 运算 也 是 封闭 的 . 例 
如 ， 如 里 二 是 大 中 任意 元 素 ,8 EEEE, MALBA eg, xA 
为 喇 一 (21) 半 是 三 中 元 素 与 4 中 某 元 素 e-1 的 滋 TH. ud dp A 
.看 作 它 的 标量 瑾 加 上 的 线性 空间 ， 那 么 4 的 任意 志 ( 人 或 右 ) 理 想 是 
一 个 于 空间 . | | | 

dn3t— 2k HRR ARARO ) 8828, 则 称 它 为 半 代 数 , TAE 
—^r RICE HAER. 

定理 10 X OLD nx dg EE A 05 CALOR AX UC 

证 明 ”这 个 代数 MEN RE ES (EXE ARI, ES 
在 ti, 站) 位置 的 元 素 为 1， 其 余 位 置 都 是 零 。 型 。 中 的 一 个 真理 想 
于 将 至 少 包含 一 个 非 零 矩阵 A= 7 Jas EGO RE as 0). XS 
EIS. S 

(ttr) Er AEs —(a,) D EAE atj Ep (28) 
id 
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XE Bep, Bitz I— 0 EL 在 吾 中 ， 所 以 吾 一 定 是 整个 代 


数 , FEB RREA, — | 证 路 
范 德 波恩 (Wedderburn) (1908) 证 明了 有 名 的 定理 10 的 
EEH, A EBE, RAR CC 上 的 每 个 单 民 数 与 己 
EETA nxn ERRARE RHS. 为 了 讨论 一 般 情 形 , 我 们 各 要 
可 除 代数 的 概念 ， 可 除 代 数 是 指 这 个 线性 和 代数 是 一 个 可 除 环 ， 根 
据 民 数 基本 定理 我 们 可 以 证 明 ， 复数 域 下 唯一 的 可 辽 代 数 是 必 
RF. 著名 的 费 田 比 尼 乌 斯 定理 断言 , 实数 域 R 上 的 可 除 我 数 只 
有 R, C 和 四 元 数 代 数 ( 8 8. 11). 
在 任意 可 除 环 DD 上 ， 我 们 可 以 构造 一 个 任意 EracB EE FCR 
MID), 如 下 所 述 。 可 以 按照 普通 守则 
{ait Cbi = Ct 615), 
中 一 《Ci (27) 


(ma) Cbi) — (Zenbu) 


ERAJ D pART nxn ERAMA, Joi DEA 
HRE, WE FEER EF EREA A DAD TH 
到 HO F EER DOMEGRQESEREE s, MA 4 是 由 系数 
XE D HHA nx n EPER, 


3 M 
. 证 图 : 每 个 可 除 代 数 是 单 代数 . 
， 在 可 辽 代 数 由 求 出 所 有 右 理 想 . 
讨论 一 个 环 中 站 理想 构成 的 代数 , 即 朱 述 它们 的 和 , BEEM, 
BER: 域 下 上 上 弘 性 代数 的 每 个 南环 本 对 是 一 个 线性 代数 . 
. (a) 证 明 ; AEG RAR F rE, S diga modi 
= 495. 


Sog a f c 


PAER uot Se d MOD) Be SERT. 
*(b) WEB. M,G) 的 每 个 左 理想 0 是 GO 中 所 描述 的 一 个 理想 . GE 
示 : 证 明 刀 的 矩阵 的 每 一 行 是 《2 中 除了 第 一 行 外 剩 下 的 其 他 行 都 为 稚 的 矩 
阵 的 第 一 行 ， 利 用 37.6 和 $7.7 的 方法 ,》 
”*6。 把 定理 10 推广 到 任意 可 除了 不 五 上 的 全 和 矩阵 代数 MOD). 


813.7. 环 的 特征 


ERRAR RIEMER Di EE EO. 由 任意 aCE HERES 
循环 子 群 是 由 & Hm REE, mHCHEER, FHIuPEBgi E, 
们 把 & mk RR HD moxa. 于 是 , 如 果 m 是 正 整数 , 则 

i: Cm 个 被 可 项 ). (28) 
邵 果 mw 二 0, 则 5xa==0, 而 当 m= n AE PLACE. 则 有 

(—n52)xa-nx(—mn) 

—(—3G)o(C—a)—-*«t(—a) Cnr sind. (29) 
我 们 称 mxa Aba Dm E SA dE, "UM EXEm CZ 和 任意 acR 
TH XE X., 

SEP D rp i3 703s MA 29 E[ ZA fit BC BUE (E XC Ep aS BÉ 
TERR, OX SETTE UL ES dp $6.6 中 证 明 过 ， Bp HB ARIENDEIAIUSOKRA 
xRüg. DEOR 

(mx a) + (nx a) — (mcn) xa, 
mx (nxa)- (mn) xa, G0 
以 及 
m x (a-Fb) -- mao mxb, 
mx(—a)—í(—m)xa. (31) 
还 有 由 分 配 律 推 凡 的 一 些 人 性质 ， 共 中 一 个 一 般 分 配 律 OASIS 
十 
(a--ad- Top=abtadi +ad ( m EJ. 
TER LES D C px UE 
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Cmn x a)b —m x (ab) —atm:x« b). (32) 
当 m=0 Rh 这 个 公式 仍 成 立 ， mE RAHAA, 这 因为 
XX m — —n, i X (Z9) 1H 
(—n) xab—nx (—ab) ^[n x (—a) Jb —L(—n) x a]b. 
55—^-—325 BUE E 2k T0] 
(at. F6) bt * 5) — ab dab. 
"EA, n] EA gc R 
(m x a) (nx b) — (mn) x (ab). (33) 
Xt — 9755 3c mf m, 不 管 正 的 , 负 的 或 零 , 这 个 公式 都 成 立 ， 
4 anl 是 只 的 单位 元 素 { 乘 法 童 位 元 素 )，(32) 表 明 m x b E 
是 (mx1)5, 它 是 5 与 1 的 mr 次 自然 倍数 的 策 积 ， 此 外 ,在 (30) 中 
令 a 二 1, REIH, M ZARAI xt 一 > m x1 保持 和 最后， 
EGD He a—5— 1, 我 们 得 到 
(mx 1) (nx 1) 5 (mn) x (1:1) — (mn) x 1. 《3 
XAAR FFE, ABEEB D 
定理 11 Hgm OR, uM memx 是 从 名 到 吾 的 一 个 
iB 2. 
推论 1 性 意 环 及 中 1 的 自然 信和 数组 成 的 集合 是 一 个 同 构 于 
Z X Zalimo ARR), 
ENX m Rodi GEGH Rp duo lo TB 8 EESXmx 
I 的 个 数 m, 
推论 2 在 整 环 吕 的 加 法 群 中 ， 所 有 非 替 元 素 具 有 相同 的 
fr ——— Pr D & i iE, 
证 明 ”对 于 反 有 非 零 元 素 DCD, mxb-034BdMOnx1)b 
一 0, 很 据 消去 律 , 这 等 价 于 mx1=0. 证 毕 
整数 环 世 具有 特征 中 00, 而 整数 Z 共有 特征 了 ofr pci 
Q 大 字数 作者 用 " 特 在 0" 来 代 赫 “ 竺 本 coo", 
+ 497 >» 


一 可 能 的 特征 . . 

定理 12 一 个 整 环 的 特征 或 者 是 吕 训 者 是 素数 卫 . 

为 证 明定 理 用 反 证 法 .我 们 假定 大 个 整 环 DD 有 有 限 特 征 ， 这 
个 特征 是 一 个 复合 数 m 二 rs。 邢 么 根据 (33')， 环 加 的 单位 元 素 1 
in XE. 

ÜO-mxl-írs)xl-(rx12:(sx1). 

根据 消去 律 ， 或 者 7x1 二 0, 或 者 sx1==0. AE DiE EXE 
其 中 一 个 因子 或 者 7, 发 者 s, 而 不 是 我 们 所 假定 的 mn. 

推论 ”在 任意 整 环 中 ， 中 单位 元 率 生 成 的 加 法 群 是 一 个 刁 吕 
3X Z, Él HiT 35 3f 

81.5 fI ZEN CODUEBH T EL ARTE EREBUXE X. PETERE PRA. 
R rp. 表达 式 

(a+b =a- ab-ab - b? =a -2x(ab) HE 

Hip, M EE R e 2o (ab), Arie, HBA 
ik f ALEN 8 1. 5 中 的 二 项 公式 (9), 它 包 含 的 二 项 系数 是 Á PA 
数 , 于 古 我 们 可 以 写成 

(a 5)" 


B e) coU un, x (a t6*) rn C) xb, (5 
Fo SR JERAR 


给 出 的 自然 数 ， 这 里 94 — nO - D-o3-2-1, 并且 01=1. 

定理 13 — Ae-koHdE pig GdRiR Hoy. E ar X — 
TEHÄ. 

证 明 根据 (6), 我 们 需要 证 明 1l, HEARNE a.bCACH 
(ab)? = a'b?, (atò) =ar —b*. Ya SEI 2) FECE EEGR AS DERI 中 都 成 
- 498 。 


立 . 为 证 明 第 三 个 方程 , AG 0 fL (38) 中 , AR 8— p. 因为 了 是 
素数 ， 所 以 它 不 能 被 il RO D 100i D BEER TER. 因 
Jb GA ipai 0 过 i < 了 的 所 有 二 项 系数 部 是 的 倍数 .但 证 环卫 
具有 特征 Pp， 因此 GO 中 所 有 含 { 3 ) (0 一 ?< 本 的 项 被 去 掉 ， 由 
些 推出 等 式 
(a d- b)? — a? tbr, (36) 

定理 证 毕 ， | 

推论 ”在 特 钙 5 onchoE RERO, HEG—a1—^À 
同 45. 

证 明 AEF ph a= o nE a—0, Br LIS] Zar—-e 
HEER, 而 且 这 个 同 太 是 一 对 一 的 .因为 下 是 有 限 的 , 所 以 这 就 
意味 着 a 一 > a? 还 是 映 上 的 ， 因 此 是 一 个 自 同 构 . 


习 ER 
1. 证 明 :; HFEA m. 自然 倍数 如 xa 可 以 通过 * 递 推 公式 ”1Xa= 
&, (m-Fi)xa—mxacra3xXu 
2. AHAHA T E BEAR BEES A RI G0) fü (32), 
3. FAE 13 H3 —-r ETE E UE I d CLAEPHÓS 1,0 qz 3B 18D, 
4. 关于 有 序 整 环 的 特定 , 你 能 说 些 什 么 ? | 
5. (a) 证 明 : ÆRA p EEES Dp, oaa? 是 一 一 的 (单一 同 
ex. 
(b) 证明 ; wE D-—Z.x)354oiSEDOEUECY EA, 
(c) WEH: 有 限 域 必 有 - :个 真 自 局 构 , 除非 名 是 一 个 素 域 三 y. 


813.8 域 的 特征 
因为 囊 被 定 艾 为 除法 ( 除 零 外 ) 是 可 能 的 整 环 ， 所 以 关于 特征 
的 讨论 立 刀 可 应 用 到 城 上 ， 如 采 域 互 的 特征 为 区 那么 根据 定理 


12, 由 域 殖 的 单位 元 素 生 成 的 加 波 子 群 是 一 个 子 域 , 并 且 它 与 由 模 
。 499 。 


p Sce e Hp DRE TR] E. WERF AREA co, TEILE EH 
12， 由 单位 元 素 1 生成 的 子 群 是 由 所 有 倍数 各 x1 组 成 , 所 以 由 6 
^E JE BS YR E PEDE ep n0 组成， 这 个 子 域 是 所 有 


nxi 
倍数 mr x1 pT ERR, AER 82.2 的 定理 7,， 它 与 有 理 
数 域 亲 构 ， 有 理 数 域 是 整数 m«—9mox 1 构成 的 整 环 的 商 域 . 事 


& E, BEBE 3 P b 1 生成 的 子 域 与 有 理 数 域 之 间 的 同 


axi 
构 ， 这 就 证 明了 下 面 的 结果 (参看 5 2.6 定理 18 的 推论 2): 
定理 14 在 特征 为 0 的 域 中 ,由 单位 元 素 生 成 的 子 域 与 有 理 
RAQ Eis, 
MAZ 7. 保持 域 环 中 的 所 有 四 种 运算 ， 于 是 在 处 理 


nxl 


ATP BERI DUBITO 3C e D ep eoe, eX 


nxIl 
约定 之 下 , 可 以 说 每 个 特征 为 "的 域 包含 着 所 有 有 理 数 一 名 二 0)， 
按照 类 似 的 约定 , 可 以 说 每 个 特征 为 8 的 域 包含 域 2;， 在 这 种 意 
STF. ERRER DA IMR RRQ 和 Zs 中 的 一 个 域 的 扩 
张 ， 因 此 按照 对 已 知 域 的 不 同 扩张 方式 对 域 进行 系统 的 分 类 是 很 
自然 的 .这些 将 在 下 一 章 里 讨论 . 


习 题 

1. WF. 是 恰 有 四 个 元 素 的 任意 域 ， 

(a) HEU: Fe 的 特征 为 2. 

(b) 证 明 : F, 的 不 在 素 子 城 Z, 中 的 两 个 元 素 者 满足 =e], 

(c) 用 这 个 事实 证 明 : ,与 $13,3 中 习题 8 所 述 的 域 Zol D R, 

2， 求 出 可 是 1 的 域 F, HARA RH, 

3， 证 明 ; 关于 二 次 方程 的 解 的 一 般 公式 可 以 应 用 到 特征 为 2 的 任意 
SL. 

4. 在 什么 样 的 域 上 , 求解 三 次 方程 的 一 般 公式 (8 5. 5) 仍然 成 立 . 
= 500 » 


第 十 四 章 ”代数 数 域 


§14.1 代数 扩张 与 超越 扩张 

剩 下 的 两 章 讨论 一 般 域 玉 上 的 多 项 式 方程 p(x) = 0 的 解 及 其 
性 质 ， 我 们 将 证 明 任意 这 样 的 方程 在 也 的 适当 的 扩张 中 是 可 解 
的 , 这 个 扩张 是 指 包 含 卫 作为 子 域 的 一 个 域 及 ， 例 如 p(x) 一 0 在 
多 项 式 环 好 [四 对 于 由 了 的 倍 式 组 成 的 主 理想 的 商 域 B[zj/(2) 中 
总 有 一 个 根 . 

在 描述 这 种 扩张 的 一 般 性 质 之 后 ， 我 们 将 特别 地 研究 有 理 数 
hk Q 按 这 种 方式 扩张 而 得 到 的 所 有 “代数 数 ” 构 成 的 域 ， 通 过 证 
明 在 某 -一 个 二 次 扩张 Q[x1/ (x? 一 ?) (V7) (rEZ) 中 “整数 ”的 
唯一 因子 分 解 定理 的 问题 , 简短 地 介绍 一 下 代数 数论 ， 例 如 , 高 其 
FOU mon / I= —1 的 情形 ) 可 以 唯一 地 分 解 成 高 斯 素数 . 

域 了 最 简单 的 一 类 扩张 K 是 由 单个 元 素 EK 的 有 理 表达 式 


p(c) Dac. ín 
S) Spec OR av, P CF) BUR, 例如 ,复数 abi 是 由 实数 和 


单个 复数 i 生成， 未 定 元 f+ 的 所 有 有 理 形 式 ( 具 有 有 理 系 数 ) 组 成 
的 域 Q(z) 是 由 域 Q@ 和 和 元素 # 生 成 的 ， 一 个 域 可 以 按照 儿 种 不 同 
方法 生成 、 例如 , BAV 3) 由 方程 人 2 一 2 二 0 的 根 2 生成 ， 它 
是 由 含有 有 理 系 数 a 和 5 的 所 有 实数 4 十 Bw/ 2 组 成 〈 见 $ 2.1 的 
例子 ). 另 一 个 不 同 的 方程 从 十 4w 十 2 二 0 的 一 个 根 是 一 2 十 , 它 
生成 同一 个 域 Qtw Z) 因为 这 个 域 中 的 任意 数 可 以 楼 照 这 个 新 
的 生成 元 表示 为 
a4 b4/ 2 —a4 2b -b(—2-4- 4/2). 
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普通 的 配方 方法 应 用 到 这 个 方程 上 得 到 Herts at) 
2, REL y — c 2 满足 新 的 方程 六 一 2 二 0, 其 根 生 成 同一 个 域 . 于 是 
运用 变量 圭 换 来 化 简 方 程 对 应 着 在 相应 的 域 中 选取 新 的 生成 元 . 
让 我 们 一 般 地 描述 由 域 严 的 任意 扩张 EC 中 的 已 知 元 素 生 成 
HTPR iE 是 给 定 的 瑾 , 了 是 下 RTR, c d K 的 一 个 元 素 . 
考虑 正中 那些 由 形 为 
Fie) =m tae tmc? t dac". Clg a; CF). (D 
的 多 项 式 给 出 的 元 素 。， 区 中 包含 政和 Cc 的 任意 于 整 环 一 定 包 含 所 
有 这 祥 的 元 素 f(c)， 上 反 过 来 ,所 有 这 样 的 多 项 式 组 成 的 集合 在 加 
法 ,减法 和 乘法 运算 之 下 是 封闭 的 ， 因 此 这 些 表 达 式 (1) 组 成 下 中 
由 下 和 e 生成 的 子 整 环 ， 这 个 子 整 环 一 般 都 用 带 方 括 号 的 Ffe] 
如 果 f(e) 和 8(e) 寺 0 是 象 (1 那样 的 多 项 式 表 达 式 ， 那 么 它们 


suis T C K 的 元 素 , 称 为 具有 系数 属于 环 的 关于 。 Uo 


式 . 所 有 这 样 的 商 组 成 的 集合 是 一 个 子 域 ， 它 是 由 下 和 ¢ 生成 的 
域 , 一 般 都 用 带 圆 括号 的 严 (ec) 来 表示 . | 
Ap AK 是 在 它 ENTRE EB x 素 5 生 成 的 ， 则 称 五 
TFHA, 所 以 下 =F(e)， 82.1 所 讨论 的 域 QC 2), 
QA5) 和 QCw) 都 是 单 扩 张 的 例子 ， 可 以 证 明 , 不 管 怎样 , Fp 
任意 扩张 可 以 通过 单 扩 张 移 一 个 有 有限 或 ( 良 序 ) 超 限 序 列 而 得 到 . 
在 有 理 数 域 上 , 一 些 复 数 (如 ih 2, 5, / —3 都 满足 有 
理 系 数 多 项 式 方程 ， 还 有 另外 一 些 数 , 依 x 和 ee 一 2.71828…, HE 
证 明 它 们 不 满足 有 理 系 数 多 项 式 方程 (平凡 情形 除外 )， 后 面 这 些 
数 称 为 “超越 数 "， 这 种 重要 的 分 法 可 以 应 用 到 任意 域 的 元 素 上 . 
EL AKATE, 下 是 区 的 任意 子 域 ， 域 玉 的 元 素 人 ， 
如 来 满足 一 个 多 项 式 方 程 
= 502 * 


05 —4,04-83€? 4: -Fa,c" —0 — (a; PF, B o8 9 RD, (2) 
cA FLERA, 再 的 元 素 吕 如果 在 加 上 不 是 代数 的 ， 则 
称 5 AF LEHR, 

WAP K F eE F ERREI RE ERP gk. RE 
成 元 c EF EXTRAER ERU. Supe i f qu em 
IA E dau. 

定理 1 Roca FOL ge. MAb Fe 生成 的 子 域 
F(c) 5 & E& m Pvàmx-CTdSRuoc EA PRGO XQ in om 8 XX 
Fi) eA, fep 45 D x43 99 ar—xa( 3-4 aCF), cra. 

证 明 PFORTE 了 和 系数 在 互 中 的 所 有 有 理 表 和 达 


RICO, gg P(e) 中 的 两 个 多 项 式 表达 式 fi CoYR fa Co) RUE, W 


么 它们 的 系数 一 定 逐 项 相等 , 因为 如 果 不 然 , 莽 fCc) 一 (6) 将 产 
生 一 个 关于 。 的 系数 不 全 为 零 的 多 项 式 方程 ， 这 与 ¢ 在 上 是 超 
越 的 假设 相 矛 盾 ， 因 此 对 应 fOe) > f(x) 是 整 环 Pie] 和 未 定 元 
x 的 多 项 式 形式 整 环 了 Fx] 之 间 的 双 射 。 根 据 多 项 式 运 算 共 则 , 这 
个 对 应 号 一 个 同 构 ， 根 据 §2.2 定理 6， 它 可 以 扩张 成 Fle) 和 


fic), ~ fr) 
F(z) 之 间 的 同 构 grey< MY 


悦 题 
1， 辨别 下 列 各 香 数 上 直 有 理 数 域 避 上 是 代 数 的 还 是 超越 的 , 并 络 出 证 明 - 
V7 mt e30X1B 6e—2.71828-), i--3, e, Ww 2 i 
2. WEM; 如 人 凡 二 在 如 上 是 代数 的 , 那 各 xtd x3 也 是 六 数 的 , 反之 亦 
A. 
8. Q O5 md rZ FO HER SI BE O GO 50r 
4. (2) 设 有 是 非 完全 平方 整数 , SE MEO QV d). 
(CO 求 出 Q(v a) 中 生成 整个 域 的 那些 元 素 . 
(c) dU dk XE Ou cEXE md Quas x; Emm, 
e 503 + 


814.2 域 上 的 代数 元 素 

下 面 我 们 研究 域 有 的 单 代 数 扩张 的 性 质 ， 读 扩张 是 由 下 和 在 
天 上 单个 的 代数 元 素 % 生 成 的 ， 根 据 定义 ， 这 个 元 素 必 满足 上 
次 数 至 少 是 1 的 争 项 式 方程 。 疗 一 个 元 素 48 可 以 禄 是 很 多 不 园 的 
方程 , 例如 ,V2 是 一 2=0 的 根 , 也 是 a3 —22—0, 2 一 4 二 0 等 等 
方程 的 根 ， 但 是 它 恰 好 是 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 方程 的 根 《 见 下 
Hi 2148 6), 

定理 2 a GG FS a UK 86 — IG Xu AUF ER X Sk 的 ， 
那么 中 是 多 项 式 整 还 五 [z] 中 唯一 的 一 个 普 一 不 可 约 $OÀ OA p) 
的 零点 。 加 果 角 是 F[w] 中 另 一 个 名 项 式 , A h(u)—O0 当 且 仅 当 
在 整 环 F[z%] 中 , 廊 是 思 的 倍 式 ,也 就 是 当 且 仅 当 及 在 下 [x] 的 主 理 
aw 中. | 

证 明 Ax A(u)—O0 AXE SACF[x)BmA Fir] phei 
W, AARE MEA” pplu) 所 定 交 的 同 态 u 
F|[z|—- KJER, jX EIk p> plu) ucK 椒 冉 给 每 个 多 项 式 
7 一 个 值 . 象 [x] 的 所 有 理想 一 样 , 这 个 理想 是 主 理想 (§ 3. 8 定理 
11), 所 以 它 由 它 的 任意 一 个 次 数 最 低 的 元 素 的 所 有 倍 式 组 成 ， 这 
些 次 数 最 低 的 元 素 中 恰 有 一 个 是 首 一 多 项 式 ， 称 它 汶 jp， 这 个 了 
Ae AS RI ZB, AU EUR ER, ERDARA p— fy, ix HD fdngJdEUM 
更 小 的 多 项 式 , 由 此 推出 fug QD — pCu) 二 0, Br SE SE fPCu) — 0, 
或 者 9(0x)—0, AAAA px 7%W) 一 上 的 次 数 最 低 的 多 项 式 
HPA. Eme. 

EM 在 域 吕 上 代数 的 元 素 估 的 被 小 多 项 式 是 满 下 p(u) —0 
&5 (9R — 85) E — 1253 $ 0 X, pF] uc FE x3 niu F] 
是 这 个 多 项 式 的 次 数 . 

推论 ”如果 元 素 芭 在 如 上 的 次 数 为 如 WARNE, aeu 
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"eau i-O(ayF)SX B dx ay—a—-—28, = À; 

钢 在 我 们 有 可 能 描述 OK Bug FH DXSBUfUXE R u BR E BE, 
HTI AATRE F) 显然 包含 由 所 有 可 表 为 系数 在 五 中 的 多 
XX fO 的 元 素 组 成 的 子 整 环 下 [&]， 此 外 还 将 证 明 , 上 映射 Fee) 
> fi RS Fr] F(Qu) 之 阅 域 的 同 构 用 : Felip) 
—> F(u). 

这 一 节余 下 的 部 分 将 讨论 这 个 结论 ， 由 多 项 式 的 加 法 和 乘法 
公式 , BARA WB 是 由 王 [z] 到 子 整 环 下 四 的 一 个 议 同 态 ， 但 是 实 
际 土 , 整 环 FIwj 是 一 个 子 域 . 事实 上 , 让 我 们 求 吾 [ 轨 中 任意 元 素 
fO)sE0 的 道 ， 不 等 式 fO) 450 意味 着 和 不 是 STOR Dd 
据 定 理 2 , f(x) 不 是 不 可 约 多 项 式 p(s2) 的 倍 式 , 所 以 (ww) 与 p) 
互 素 ， 因 此 我 们 可 以 写 

l—i&(z)f(x) talpe), (3) 
XX BE ECT) EL sce FLT EA AR Flur; f 
I—íf(Qu)f(u). 这 就 表明 ，F[w]j 的 非 零 元 素 f G0 有 一 个 道 元 素 
Eu), GO BE u 的 多 项 式 中 , 于 是 就 证 明了 Ful K 的 子 域 . 

反之 , 因为 K 的 每 个 包含 了 和 % 的 子 域 显 然 包含 [a] 中 的 
每 个 多 项 式 fu), MARIEH Fiel K Hh FH u ERAF 
域 ， 我们 证 明了 

定理 3 设 下 是 性 意 域 , 包 是 下 的 一 个 元 素 , 它 在 下 的 子 域 四 
上 是 代数 的 ; 设 p(x) A vA w X ALIE 86 Pd RTAS AR, SP 
AM $GRAXGExXR Fr] I Fiu) 的 映射 由 ; f(r)jr—f( 是 以 
(pCx)) Xi & ih 3$ e] &. 

把 这 个 定理 同 $13.3 定理 5 的 推论 2 引 侣 起 来 ,我们 有 一 个 


D Bin fEQG/ 3)m, 1-3 3 qnem, BOLD ESHCHTGR REA RUE 
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直接 推论 ， 

定理 4 在 定理 3 中 ,下 (WW) 与 商 环 FEx]/ (PD) 同 构 ,这 里 力 是 名 
所 满足 的 域 下 上 首 一 不 可 约 多 项 式 . 

商 环 Foo 可 以 描述 得 非常 简单 ， 每 个 多 项 式 JTE 
Fir] 在 模 (p 之 下 与 它 用 s) 除 所 得 的 余 式 r= fe 
az) p(Gaz sl 4x. 这 个 余 式 是 次 数 小 于 的 唯一 的 多 项 式 

rD — rg rug ne Hra (4) 
js Pix EB d INSCHmERTBOR, défi IMSHPELE E U 
mM, DENAR, ARR 3.18907) 计算 由 多 项 式 乘 
Ri, 然后 再 计算 用 2Kz) 除 时 所 得 的 余 式 . 

例如 , 有 理 数 域 F — QR u— V 2 33K IQQ 2), 在 这 个 
特殊 请 形 中 , 我 们 有 s(2)—2?—2. 因此 Qu) 的 任意 元 素 可 以 写 
成 a tby 2, MB aft b Dy Bl JE B 

(a-b 2) (ed 2) 
— ae 4- (ad -bej 2 --bd(^/ 2 Y 
= (ac + 2bd) -lad -- be) / 2. 

DAORA RI F (MEF bA n HEART CE 
ARRET Fi] 对 由 pO H AR EAR n IR, 
还 要 注意 ， 乘 法 是 双 线 性 的 (对 每 个 因子 是 线性 的 )， 因 此 代数 扩 
张 FIz]/(p) Æ 8129.1 的 意 交 下 也 可 以 看 作恶 上 的 交换 线性 
TOR 


E3) x 
L cRHIN/ 3 所 满足 的 五 个 术 同 和 项 式 方 程 , 并 证 明 它们 都 是 V3 Br 
RH —aMaà5sxHNeG&O pam. 
2. 在 和 由 不 可 约 方 程 中 一 6w? 十 8w 十 3 一 9 PB « ERRA Q oH, 
按照 元 过 La uj 把 下 列 各 元 素 表 示 成 C4) 中 的 形式 : 
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i I 
u+ i u*—64-4-8 

8. Eh 下 十 23 十 2 一 0 BB w ERAP E Qot, JET TI de CR 3E 
FRPR: QS 2) (4-36, u^ (ut Su! -7u4-5), L, 


gt, uS, 3u5- yt- a, 


ua . 
u* 4-3 

4. dE XE o ib PUE SER 6 DEN AL RE BS SER EOD] PSU PRER. 

5. 把 域 Qtw 2) BARABARA ORG EH HC SEES Q Lan 得 到 的 商 
5. l 

6. RRTM AREN: wR auter LERS, MWAL u HH 
Pos RERA e AAE F EAn A, 

7.， 报 据 厂 关 的 定 关 证明: mE u TARE WELE FON OR n dtd 
Jd. AA w ARR EE TEE TREJEC SN gta iBA E FL Gig —4- FR 


$141.53. 18 89 3 m 


in, 我 们 假定 已 经 给 出 域 玉 的 扩张 下 ， 社 摘 述 了 下 的 由 下 
和 已 知 元 类 CK ERITI, E u BAF EREDETE (Hi 
H—^n2J5 05x) p £5 B9, EWE p(u) —0.. aA, RiT 
1er 16r 9d ELA, FUR SIZE TTR pi, 构 井 一 个 包含 pt2) 二 9 的 
根 的 较 到 的 霹 。， 这 种 构 旭 方 类 是 把 弟 五 章 用 过 的 由 实数 域 民 浇 
加 上 方程 从 十 1 二 0 的 一 个 说 根来 购 造 复数 域 已 的 方法 加 以 一 般 
化 . 定理 3 和 定理 4 指出 村 一 般 情 彤 下 态 样 得 到 同样 的 结果 . 

定理 5 eX FA gp 县 而 上 不 可 约 多 项 式 ， 那 名 存在 城 
KzF|mz]/Op) € X à pi) 81 u t x es Fe XA E, 

证 明 AA pleh i PAER Cp) Fie] 中 的 棚 
KEH, HEAR S 13.33M 6, 0856 Fir] (piti, "d 
f FARRE wA Rr HEE F(ixl/Cp) 中 
4i g(v) —0. 

这 个 单 扩 张 除 问 内外 是 唯一 的 ， 
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定理 6 如 果 域 下 (w) 和 F (v) A8] — P 86 8 LAE, 
Udi73458FERF—4xT5 FA PM wode ooo, 3B 
F (u) 上 5F(v)Ed,. HSpREBAEGXE—TFODOSDIF(O) 的 同 构 ， 在 这 
个 同 槐 之 下 , 久 对 应 于 ,下 的 每 个 元 素 与 自身 对 点 ， 
证 明 ”由 定理 4 提供 的 同 构 
F(u) &-F[] (Gg) 5 F(v) 
"ATIS Er RE du1e,. 
定理 5 可 以 用 来 构造 各 种 有 限 盛 ， 依 如 ， 从 和 横 3 整数 的 成 Za 
HR, 对 于 多 项 式 rl, 0, 1, 2 三 个 元 素 没 有 一 个 是 它 的 零 
ER, HECE Ziel] 中 是 不 可 约 的 ， 所 以 商 环 ZaDx]/(—2x—1) 
是 一 个 下 下， 它 是 由 它 的 子 域 Z3 Mr 的 陪 集 GA u) 生成 的 . 
而 且 因 汐 [se 到 一 2， 所 以 这 个 域 E 的 每 个 元 素 可 以 瞧 一 地 写成 
ar bu, Xi a, bCF, 因此 五 褒 好 有 无 个 元 束 . 
这 个 域 还 可 以 不 用 商 环 概念 直接 来 构造 . 它 刚好 由 九 个 形 为 
十 Bw 的 元 素 组 成 、 它们 之 中 两 个 元 素 之 和 由 洗 册 
(ar bu)-r Cer du) (ae? Cb ta 
x. MBEDTEPRATORCRBRDEGUHSCCXSI RH, AITAI ARTAR 
出 来 , ZA E AO BILE utl 来 化 简 。 其 结果 是 
(a--bu)(c-—- du) —ac-t- (ad -5beyu-- bdu? 
= (ae d bd) + (ad - bc 3 bd)u. 
我 们 可 以 详细 验证 , 3X Ju 7638 9 十 Puto, bEZs) 在 上 述 丙种 运算 
之 下 满足 坏 的 所 有 公设 .和 畦 别 是 ， 非 零 元 素 的 首 由 下 表 给 出 


二 


2 als] Z-cru 
| 


17-2z Z-Fu 2-2? 


1-d-2u Zu | u ] l-Fx 


2-r2« 


根据 上 述 构 造 ， 这 个 城 显然 是 由 剩余 类 域 Za PA w 生成 的 域 
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Zu) "EACH B SB BIBLIO BITS 19.3). 

EbBiRin i ÉBSADLUJHSHEXCibGAOGÀ E. mw F 是 实数 域 RR， 
KOER 上 不 可 约 多 项 式 +l, 那么 这 个 构造 得 到 域 ROO. E 
是 由 满足 usl i u ER, Ae u PERI G i=], 
并 且 域 RGO 实际 上 与 复数 起 已 同 构 ， 这 隔 我 们 在 第 五 章 中 用 过 
的 雁 实 数 域 得 到 复数 域 的 构造 方法 和 微 有 些 不 同 . 

如 果 五 是 模 ? 整 数 的 域 ZZ. p(x) 起 下 上 茶 一 不 可 约 多 项 式 ， 
则 上 面 的 构造 方法 将 产生 一 个 由 元 契 otau e + ant" EH EX, 
的 域 ， 因 为 每 个 系数 9; 只 有 了 各 (有限) 选择 , 因此 这 祥 构 提出 的 
RERA P ATRAER. AE n ESTR DP(2) 的 次 数 . 

RHEĦHA iI, RETARA En x XX im iz F= 
€) JE BUBCH ER ARGCLRA I, RiR fE dB HR Ps 
(22—1)(2*-4) 的 国 数 i{z) Usus FP 上 .我们 可 以 把 多 项 式 
pgCO — f(z, £2 0$—(2?—1) (2 — R TE RS UE CC) rR S E 6m 
RERS WA. IMAR OK —F[t]/O((O))E—T 35 PUR E 
HAARAA S i A. 我 们 可 这 把 £02) 作 洲 下 的 一 个 元 素 
来 研究 , 而 不 必 对 它 ( 它 是 双 值 和 的) 构造 歼 曼 面 ， 域 下 RAA 
数 域 ,因为 它 是 由 桶 属 积 分 


IV GIG ds 


Hy PARA pio 

各 果 把 定理 6 应 用 到 象 o0—5 这 样 的 普通 多 项 式 〈 它 在 有 理 
BUR Q 上 不 可 约 ) 上 ， 它 可 以 得 到 由 正 的 & 5 生成 的 Q 的 扩张 
Q(&% 5)， 也 可 得 到 扩张 Q(o&/ 8), ix Sio — — LI 3 是 复 三 


次 单位 根 ， 可 以 证 明 这 两 个 域 QCY 5) 81QCo 5 ) 在 代数 上 没 
有 什么 区 别 , 因为 它们 是 同 构 的 . 
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粗略 地 说 , 3X AS EE AEURGEE— IR BEEJ BEL p(w) 的 任意 两 
AS AROROEDYRIRE HED, 4R u REA de Fe BCRR RT ELA "E PS I8 C1 
AARTEEN, cHdBEixEBSREPDUET. 例如 ， 复 数 域 
C-R(:) BERSA R 上 添加 方程 天 十 1 一 0 的 两 修 根 士 中 任 
意 一 个 而 生成 的 , 因此 和 根据 定理 6， 看 在 一 个 把 + 映射 到 一 的 人 
的 自 疝 构 . 这 个 自 同 构 放 好 是 一 个 数 和 它 的 通常 共 辆 复数 之 疗 的 
XTE a--bie—-a—bi. 


习 题 
1， 列 出 下 别名 域 的 非 伍 等 对 应 的 自 同 构 : QG/250, QG/—3) QG). 
2. 分别 列 出 一 个 由 复数 组 成 的 非 实 域 与 实 域 O (G7 5539 Q C 2» m 
4M. 
3. VEI: 六 十 x 一 1 dEER $H Zs 上 是 不 可 的 的 ， 如 储 把 这 个 多 项 
式 的 根 添 加 到 Z: 上 ,那么 所 得 到 的 域 有 杀人 少 个 元 素 ? 
4. (a) Cox ded 2 整数 域 Z: 上 不 可 约 的 2 次 和 3 次 多 项 式 . 
(Cb) 对 四 元 崇 域 构成 加 法 尝 和 乘法 表 . 
5. (a) 证 困 : 下 文中 物 进 的 九 元 素 域 的 特征 是 3. 
(b) 对 这个 瑾 明显 地 列 出 同 构 aea. 
6. (a) 求 出 域 世 ,上 上 所 有 二 次 不 可 约 凶 项 式 . 
(b) 证 盟 : 竹 间 两 全 丸 元 老 域 同 构 . (提示 : KARARAN 
中 每 个 元 素 在 Z, 上 是 二 次 的 , ) 
7， 证 明 : £d EH d*— (2^ — 1) (a — 4) 363A C(x) 上 是 不 可 约 的 . (所 
og: JA ga. 的 结果 ,》 
8， 证 明 : Eppa Cn.) 可 以 通过 在 C(o) 上 关 加 方程 


2 :一 4 - 
i =r 一 的 根 而 得 到 . 
9. mn 下 让 是 可 约 多 项 式 ， MAR F] (CU) B Bisesc se ipis 


jf 7r xis 


10. Hj8 13.3 EEE 6 5 HET. F[£]/ CRCCD EAR 0) 一 个 证 明 . 


( Bsp iR BENED. — HEE. 
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814.4 次 数 与 有 限 扩张 
在 一 个 % RER u ERBA IE Fp, 8T 263 0 按 公 式 
4) 有 唯一 的 表达 式 为 
w= ay tH aiu d- «04 4u" 5, (5) 
其 中 系数 在 下 中 ， 这 OE—Bg3EGAGXIRB]I— OE SESS 3 AE I 
wc un! B Xe RARAHI o XL Ta FH A EE TRIES E 
念 , 的 确 , d PS EEXE SERT EUEMEOR F LARET: 只 要 不 管 
BEA MTRK, ME A 的 商人 个 元 素 相 加 和 K 的 元素 同 五 的 
元 素 的 “ 数 乘 * 两 种 运算 当 作 拓 量 空间 的 运算 .这 些 加 法 和 和 数 乘 运 
算 注 足 攻 量 罕 间 的 记 有 公设 ， 如 果 这 个 儿 量 空间 五 是 有 限 维 的 ， 
那么 称 域 到 是 五 的 有 限 扩 张 , 并 旦 把 这 人 矢量 空间 的 维 数 多 称 为 
Jj 3X XE ED EKF]. 
例如 , AAi C-R(GOXRESUT ERRORES 5.2 中 那样 ) 上 的 
TEREZ; 由 有 理 数 域 候 和 5 n9 — DOBLE JR QOL 5 ) 是 
REFR 上 的 三 维 矢 量 空 间 , 等 等 ， 一 般 地 ， 关 于 单 代数 扩张 
的 定理 4 可 以 按照 维 数 重 述 如 下 ， 
定理 了 AFERRA uhka, 等 于 把 扩张 再 Ci) AHF 
上 关 量 室 间 时 {Ww) 的 维 数 . GE 4OXC* «dx, u, 
u^-1, 
JE $ 14. 5 中 ， 我 们 将 要 说明 如 何 用 矢量 空间 的 方 靶 来 分 析 由 
域 F 添加 儿 个 不 同 代 数 元 素 而 得 到 的 扩张 。 但 是 在 讨论 这 样 的 
“多 重 扩 张 " 之 前 ,我们 首先 来 看 一 下 , 这 种 舌 量 空间 的 方 突 上 怎样 能 
使 我 们 比较 耶 的 同一 个 单 代数 扩张 F(w》 中 的 不 同 元 素 所 袜 足 的 
不 可 约 方程 . 
甘于 矢量 空间 的 一 个 基本 事实 是 维 数 的 不 变性 【矢量 空间 的 
任意 两 组 基 元 素 的 个 数 相同 7)， 这 个 事实 可 以 应 用 到 域 的 有 限 扩 
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张 这 种 特殊 情形 , 如 下 所 述 . 

推论 ”如 果 域 六 上 的 两 个 代数 元 素 比 各 生成 同一 个 扩张 
FW 二 FOV), HÉZ, u do v t F L6: dd. 

一 个 单 代数 扩张 是 有 限 扩 张 , 反之 , 每 个 有 限 扩 张 是 由 代数 元 

定理 8 下 的 有 限 扩张 尺 的 每 个 元 素 吧 站 瑟 上 是 代数 的 ， 并 
B3 —4SIGBEÉ € $ X nog; FOEDE, ix €-on—[ K:F]A 
抬 定 的 扩张 的 次 数 ， 

WB] ”给 定 元 素 世 的 2 二 1 个 里 12， 于是 天 维 矢 量 
ZA K 的 元 素 ， 因 此 在 开 上 一 定 线 性 册 关 (8 7.4 X2 38 5 的 推论 
2). AABLA EX TEASE TR bot bw-t e bw" —9, 其 中 系数 市 全 为 
零 . 可 以 把 它 解释 为 多 项 式 , 于 是 这 个 关系 就 意味 着 如 在 三 上 上 是 代 
数 的 . 

推论 AA F (u) 的 每 个 PERAFERT, 

XTERRA e RI BAREA 
代数 扩张 中 . 

在 讨论 一 个 特殊 的 间 代 数 扩 张 FOD, 要 系统 地 应 用 到 所 满 
星 的 不 可 约 多 项 式 Roy， 根 据 定 理 2 ,这 个 扩张 中 的 元 素 gx 
零 当 且 仪 当 兴 项 式 9(8) 可 被 (2) 整除 ， 例 如; 假定 Q(w) 是 有 理 
数 域 上 的 三 次 扩张 , 它 怀 由 2 一 22 十 2 的 一 个 根 生成 . 根据 爱 
森 斯 坦 不 可 约 准 则 CS 3.10)， 这 个 多 项 式 是 不 可 约 的 。 这 个 扩张 
QUUD Bay R w uw! —u —dE lip UC S E33 的 多 项 式 方 
程 ， 为 求 出 这 个 方程 , 象 在 定理 4 中 那样 , 按照 1,u 和 把 第 ww?== 
wW =u? —Su? --Su' —w? 线性 地 内 示 出 来 ， 反 复 返 用 
C087; f£u^ —2u—2, 这 是 可 以 笋 到 的 ， 由 此 得 到 

W= U, w? — 3u* — 64 4- 4, $0? — 164? —28u 4- 18. 
1, w, w? 和 Ww 之 同一 定 满足 一 个 线性 关系 , 为 得 到 这 个 关系 , 我 们 
. 512. 


u*— 2u?-I- u^, 


可 以 由 前 两 个 线性 方程 解 出 共和 说 为 

t = -24 w t 

wu 4 (6) 

w? -— zw 十 可 

把 这 些 代 入 w? 的 表达 式 中 就 得 到 所 需要 的 方程 
us? — Aw? — 4p — 2 — 0. 

AR de S XEIU HH AE HR, 这 个 方程 是 @ 上 不 可 约 的 , 良 据 方程 66) 我 们 
ETAN u Ze QCw) 中 ;所 以 QGO = Qw), FE uc w ERA 
个 扩张 ,根据 定理 7 的 推论 可 知 , 它们 在 Q 上 的 次 数 部 是 3 . 这 就 
意味 着 风 所 满足 的 任意 三 次 方程 一 定 是 不 可 约 的 ， 


3J 题 
1. "FXp&g^ Xx 8bfEQ Ba —4 IB uem. AE O LERE. 对 
每 种 情形 , 求 出 读数 所 请 星 的 首 一 赴 可 约 方程 ， 
(a) 3-HA 3, b) V 85-5, (e) Y 2-4, 
(d) w*— 1, 3X HL iR AE 2? —2u 4-2, 
(e) uttu, ik H u hi uw — 3:3. 
2. WER: 实数 域 R üS dO Ep sk EE GEI,-GEIIHST A XE 


3. H8]: ENECHELECHOXURIEP 3k. 
1 @ WB EKER SUELOS SU S WA Km QU d), X 
Bd EAE, 非 完 全 平方 旦 无 平方 因子 
(b) 如 果 域 口 用 特征 为 co 的 瑾 部 代 蔡 ,那么 上 述 结 果 还 正确 吗 ; 如 果 
用 任 春 特征 的 域 代 蔡 , 情况 如 何 ? 
5， 未 定 元 了 的 有 理 形 式 构成 的 域 柬 (z) 是 刺 的 有 限 扩张 吗 y 为 什么 ? 
6， 证 明 : 特征 为 了 的 布 限 战 中 元 素 的 个 数 是 二 的 宕 . 


7. (a) 证 明 ; TEIR p EROR Z, LAPA P ASKË RT ig 
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(b) 证 明 : 对 每 个 r 都 存在 一 个 含有 PATRIE p 的 域 ， 
"8. IEN: 在 模 ? 整数 域 2 上 恰 有 了 2 二 全 个 三 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
*9， 设 下 是 包含 在 整 环 刀 中 的 一 个 域 , 证 明 : 


(a) DF FW XR, 
(b) AID DXPIBI LARET E EAREN OZ, D 3E—^- 3, 


814.0 多重 代 数 扩张 


撼 百 的 有 限 扩 张 可 以 通过 一 系列 的 单 扩张 来 构造 .如果 殖 的 
特征 是 co， 那么 我 们 可 以 证 明 ， 任 意 这 样 的 多 重 扩张 可 以 表示 成 
一 个 单 扩张 , 起 就 是 说 , 它 是 在 号 上 添加 一 个 适当 选择 的 单个 元 素 
和 面 生成 的 ， 我们 将 略 去 此 证 明 , 而 直接 来 讨论 多 重 扩张 的 性 质 , 一 
般 地 , 如 果 五 是 丈 的 包含 元 素 ci ca cr 的 任意 扩张 , 那么 记号 
F(c,, 6; Cn 表示 由 01, 7, e, ALE 326 RIE GEI EK 的 子 域 (这 
个 季 域 是 由 系数 在 下 中 关于 5, re. cr 的 有 理 形式 所 表示 的 所 有 
JEXRÍR EIE). 另 一 方面 , 这 样 的 多 重 扩张 可 以 反复 进行 单 扩张 而 
£3]. BIA, Fien e) E IR P 3E L F(CeO HR k Le». 

在 求解 方程 时 可 以 产生 多 重 代数 扩张 ， 在 这 里 引进 适当 的 畏 
助 方程 常常 是 有 用 的 ， 例 如 , 方程 将 一 2 十 9=0 可 以 写成 

14 一 202 十 9 一 (2 一 822 十 9) 十 422 
—(z?-—38)?-- 4x* — 0. 


) 二 一 1， 这 个 公式 表明 , 包含 上 述 给 定 


TT x? —3 
BID A- Jr on (9 
方程 的 根 “的 任意 域 , 也 包含 方程 gn — —1 MR i= T 如 果 我 


们 把 精 助 车 i 添加 到 有 理 数 域 介 上 , 那么 原来 的 方程 在 Q(i) 上 
ELO 29 9 £983, 因为 

z*—224?4-9— (z^ —3--2zi) (z?^—3—2zi). 
根据 普通 的 公式 ， 因 式 x 一 3 一 2iz AiR uit 2. TE 
* Fj» 


原来 方程 在 域 RKo— QQ2,1) 中 就 有 一 个 根 &， 这 个 域 五 可 以 
EQ tÆ 2 ,后 添加 宇 而 得 到 ， 中 间 域 Qt 3) 是 由 实数 
组 成 的 ， 因 此 不 可 能 包含 i， 所 以 i 所 满足 的 二 次 方程 六 十 1 二 0 
在 实 域 Q(t(w 2) 上 一 定 仍然 是 不 可 约 的 , 所 以 扩张 Q2, 1) 1E 
Q(t 2) 于 的 次 数 是 2 , 它 的 两 个 基 元 素 是 1 Mi MRAN 2) 
在 Q 上 有 一 组 基底 1, 和 V2. BrELTESEA- ER QC 2,0) 中 的 任意 
元 素 也 可 以 表示 成 
w={a-bv 2)+(etawv 2)i 
一 G 十 BA 2 tei d 2 i, | (7) 

其中 a, b, cd 是 有 理 数 . FELV Z, iy 26 这 四 个 元 素 构 成 
Q 上 整个 扩张 及 二 (WZ ,她 的 一 组 基底 . 这 种 计算 基底 的 方法 
可 尺 一 般 地 叙述 如 下 : 

定理 9 如 果 元 素 三 ，…， ns 板 成 下 的 有 限 扩 张 下 的 一 组 基 
Ro m W, M, Wm 组成 怕 的 扩张 工 的 一 组 基底 ， 那 妈 mn p d 
ugs;(i-—1,--,n; j—1,-e, m) A A F Y 9 L6; —iB Xx A. 

证 明 工 中 任意 元 素 # 可 以 表示 成 给 定 基底 的 线性 组 合 y= 


访 jTjwy, 这 里 系数 CK. GARR rn 又 可 以 表示 成 下 的 这 组 基 
ï 


TRH AERE PEEL AE ra= 7 lap; ， 这 里 每 个 系数 GEF. IEA 


些 值 , 得 到 
y= > D GWh 
jid 


这 表现 为 已 假定 的 元 素 usw; 的 一 个 线性 组 合 ， 这 里 系数 在 将 中 . 
用 同样 业 型 的 逐次 论证 方法 可 以 证 上 最， 这 ma 个 元 素 在 下 上 是 线 
性 无 关 的 , 因此 它们 构成 工 的 一 组 基底 . 证 毕 
由 定理 9 可 以 得 出 很 多 推论 . 首先 ， 我 们 可 以 把 与 所 用 的 特 
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推论 1 如 果 殖 是 机 的 有 限 扩张 ， 工 是 五 的 有 限 扩 张 , 那 各 二 
是 百 的 有 限 扩 张 , 它 的 次 数 是 
[L:F]-—-[L:K]L|LE:F] (L-K-—FP). (85 
推论 2 A KE OFMGEGE X onc [KF] R E RAK 
$5 3E LX ud F Ek X ond6 B, 

证 明 oC w 生成 单 扩 张 了 F(x)， 因 此 和 根据 (8) 式 有 n= 
LK:FOD][F GW :了 F]， 这 里 第 二 个 因子 是 我 们 所 考虑 的 ICE 的 
X. 

推论 3 IRA GR KDF hak uc GE 4g o5 EGx m 
| K:F]-—[u:F |]. 

WEHH Jupe FopikE—TUÁAUOLEIFP)PTBAWTEUGE, 
IA u EF EER ni Tik Fa). 根据 (8) 式 ， 这 个 子 域 一 定 包 
SEEK. 

Hjt d tÈ K Fn. Yos Ur dL) E X r -4# icc 4. 生成 
的 域 , 这 里 逐个 在 由 前 了 一 1 个 量 生成 的 域 Figo e, yi- 上 是 
代数 的 ， 那 么 下 是 下 的 有 限 扩张 ， 基 中 的 每 个 元 素 在 下 上 是 代数 
的 . 

证 明 每 个 次 数 [F (yo n Fion YD E cn yi) 是 有 限 
的 ,因此 根据 推论 1, 至 个 次 数 [天 :天 ] 是 有 限 的 ， 和 根据 定理 8， 拆 
中 每 个 元 素 在 五 上 是 代数 的 . 

推论 3 如 果 gz 是 域 四 了 一 个 三 次 不 可 级 多 项 式 ， 五 是 轴 
的 2 次 扩张 , 那 各 MOAK LA ATH, 

这 个 排 纶 特别 意味 着 ， 三 次 不 可 约 方 程 决 不 能 通过 逐次 求 平 
方 根 的 方法 来 解 , 这 是 因为 ,把 一 个 平方 根 添 加 到 域 忆 上， 或 者 全 
然 没 有 给 出 扩张 , 或 者 给 出 二 次 扩张 , 所 以 由 任意 多 个 平方 根 得 到 
的 扩张 KSF a, b ci 的 次 数 是 2 的 革 个 里 2 I 
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据 推 论 5, 这 个 扩张 决 不 包含 给 定 三 次 不 可 约 方程 的 根 . 
为 证 明 推 论 , BE p(a) fr 2" 次 的 域 玉 上 是 可 约 的 ， 那 么 三 
次 多 项 式 ga 一定 至 少 有 一 个 线性 圈子 eu, TURKS pee) 
的 根 冯 .但 是 根据 推论 2 ,这 种 在 王 上 的 次 数 为 3 RC v BÍ 能 
包含 在 了 上 的 次 数 为 2” 的 域 玉 中 ， 这 就 证 明了 Be) 在 到 上 是 不 
可 约 的 ， 
这 个 推论 是 下 述 定 理 的 代数 基础 : 只 用 直 尺 和 圆规 不 可 能 解 
一 般 的 借 立 方 或 三 等 分 任意 角 这 样 的 经 典 问 题 ， 任 意 这 笠 的 作 图 
问题 可 以 化 为 解析 的 形式 ， 这 个 问题 的 对 象 是 田 一 些 点 和 直线 组 
成 ， 对 于 蔡 一 有 组 坐标 轩 , 这 些 点 的 坐标 (种 这些 直 线 的 方程 中 系数 
之 比 ) 是 一 个 实数 集合 , 它 生 成 其 个 由 实数 组 成 的 域 驴 THAR 
和 圆规 作 图 时 , 每 一 步 都 提供 某 些 新 的 点 和 站 线 ， 可 以 证 明 心 ， 相 
应 的 新 的 数 域 或 者 是 五 市 身 或 者 是 四 的 二 次 扩张 ， 固 此 重复 上 述 
作 图 全 产生 点 和 直线 的 集合 , BEATE EÉ 2" 次 的 域外 . 
现在 考虑 倍 立方 问题 。 问 题 的 对 人 象 是 由 三 个 坐标 轴 ， 每 个 轴 
上 的 一 个 单位 线段 ， 以 这 些 线 段 为 边 的 一 个 立方 体 组 成 、 这 个 有 问 
题 是 作 另 外 一 个 县 有 丁 傍 体 租 的 立方 体 ， 这 个 新 立方 体 的 边 长 将 
是 方程 和 一 2 三 0. 根据 爱 森 斯 坦 定理 ， 这 个 方程 在 有 理 数 域 OQ 
上 是 不 可 约 的 (这 个 下 与 问题 的 对 象 有 联系 )。 根据 推论 5， 在 
XPRECE ELRUfUIS[ SUE REOS ES EK b. 多 项 式 2 一 2 还 十 不 可 约 的 , 因 
此 通过 这 种 方 车 不 可 能 构造 出 (比如 说 沿 x 办) 一 个 线 展 ， 使 它 是 
伴 立 方 体 的 边 ， 
三 分 角 问 题 可 按 类 似 的 方 站 处 理 , 问题 的 实质 在 于 , 写 出 一 个 
用 整个 第 的 余弦 来 表示 三 分 之 一 角 的 余 艾 的 三 角 方 程 ， 对 于 大 多 
数 角 来 说 , 这 六 给 凤 一 个 三 次 不 可 约 方程 ， 
D ”本质 上 ,这 依赖 于 下 述 事 实 ; 圆 (圆规 ) 的 方程 是 二 次 的 , hi CARO) 的 方程 
是 线性 的 ， 
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ET RR 
l. WEM 9 中 , 详细 证 明 : mn - ToC 3E ww; 在 上 线性 无 关 ， 
2， 证 明 ; 正文 中 所 处 理 的 方程 ri— 225--9 ZE Qj E JEU HIPH. CHER: 
AHRQ 2, 站 的 次 数 证 明 .) 
3. 证明 : 如 果 pt 四 是 上 4 深 不 可 约 多 项 式 ; E 是 下 的 有 限 扩张 ， 共 
Xx xdi. 34b 2 (在 下 上 上 是 不 可 约 的 ， 
4. 确定 有 理 数 域 Q@@ 上 的 下 列 各 迎 重 扩张 的 次 数 , 并 说 明 洗 由 ， 
a) Q3, i), (b) QGYB,4/—2). 
(c) Q(4/18, .8/ 2), (d) Q(4/8,3--^/50), 
(6) QCGY 2 30, XX Hu HIR uf--6u--2— 0, 
G) Q3, —85,4/7), (0) Qt 3 ,Vv 2). 
8. x21 4 中 的 每 个 诚 给 出 号 E BS —IB XE E. 
96. ME TASNA HR EARZAE SES. 并 给 出 班 由 . 
(a) z*--3, 在 QQV 72 E; 
(b) 22-1, Æ QQ/ —2) k 
(c) z*2-8z—2, t£ Q2) E; 
(d) z5--329—9z—6, E QT, v 5,1-- DE. 
7. GER RB. 确定 给 出 的 数 & ERER NAMS Q da 
扩张 ， 对 每 种 情形 证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 
(a) u—9/7, 3EQQY 7 h; 
(b) =v 2 AV 5, 3E QU 2. 5) 中 
(c) u—2-F9/9, TE QCE/ 3 ) rins 
(d) ue EL EQ Z) 
(e) u—ev?-Fv-F1, Æ Q GO h, 3X HE o WME ett 50—50, 
8. c— n*l-5z'-2z—14 在 有 理 数 域 上 是 超越 的 还 臣 代 煞 的 ?7 为 对 
21 | 
9. 证 明 : WEE EFH, SDASDRdEF GnhHg EBIDXODOÉdE 
吾 上 生成 整个 K. 
10. (a) 求 用 eos38 给 出 cosd 的 三 次 方程 ， 
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(b) 证 明 : 当 38 一 60 时 ,这 个 方程 在 Q 上 是 不 可 约 的 (这 意味 着 607 
骨 不 能 用 直 尺 和 贺 规 三 等 分 )， 


$14.6 代 m 数 

代数 数据 是 满足 含有 不 全 为 零 有 埋 系 数 的 多 项 式 方程 的 复 

数 . Hj 
dytat mutt e ta, (a;€Q, a 不 全 为 零 }. (9) 

换 各 话说， 代数 数 是 在 有 理 数 域 仿 上 代数 的 任意 复数 ， 在 讨论 域 
的 扩张 时 , 我 们 反复 用 到 代数 数 的 例子 ,例如 d$, /—2, 7/3, x 
a. 

XEXB 10 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 可 数 的 ， 

验证 这 个 命题 需要 我 们 描述 一 下 对 所 有 代数 数 进行 计数 或 排 
ADE, WE, 我 们 把 它们 所 请 足 的 方程 都 列 出 来 . 我 们 注意 ， 
代数 数 所 满足 的 方程 (8) 可 以 用 它 的 有 更 系 数 的 公分 母 去 乘 , 于 是 
得 浏 一 个 含有 不 全 为 零 的 整 系 数 的 方程 ， 可 以 假定 这 个 方程 的 首 
项 系数 是 正和 的 .我 们 知道 这 些 多 项 式 的 所 有 可 能 的 整 系 数 是 可 数 
的 , 例如 列 为 如 4-1, 一 1, +2, 一 2, +3, 一 3,，…，。 爹 体 整 系数 线性 
地 项 式 可 以 排 成 一 个 阵列 , 如 


a -— im 


A 


` 
a a = t 
xz atl, xrl, Ati, Xs ta 
f -7 Mond -7 x42 t - ^ 
wnt, “xti, “xrl, » > XE “x+, 
" 


- - -T7 a2, ut 
EX. Zx tl, 2x-ls Zx*2» £Z2x—-24. Zxtà3,*- 
d -7 -— 一 - 
MIx, -2xtli. -£x-l,; "Exton 2- "+ 
那么 我 们 可 以 按照 箭头 所 示 的 顺序 陆续 取 册 上面 阵列 的 对 角 线 元 
素 , 把 所 有 线性 多 项 式 排 成 一 个 单列 , 其 结果 是 

dz, — g, gtl, g1, —z1-1,2z, —-22z,2x T1, —r—1, 1, 

SAI SET PESE HIT EDO BHEZIEERSD, KAREE PL 
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ma 添加 到 上 述 音 列 中 的 每 个 元 素 上 . 由 此 阵列 我 们 又 可 得 到 
一 个 包含 所 有 二 次 多 项 式 的 单列 ,对 高 次 多 项 式 也 如 此 去 收 . 
当 对 每 个 次 数 的 多 项 式 都 按 此 法 使 冠 之 后 ， 引 果 得 到 由 这 些 单列 
手 成 的 牧 列 ， 共 中 第 于 行 是 包含 所 有 天 次 多 项 式 的 单列 ， 竺 取 这 
个 阵列 的 对 角 线 元 素 , 把 它 展开 , 我 们 就 得 到 包含 所 有 多 项 式 的 一 
个 音 列 在 此 单列 中 , 每 个 多 项 式 部 用 它 的 根来 代替 , 并 去 挤 那 些 
WR. 这 个 结果 就 是 包 售 所 有 整 系数 多 项 式 的 根 的 单列 ， 这 
也 就 是 说 , 所 有 代数 数 是 可 数 的 . 

定理 10 的 一 个 推论 起: 全 位 实 代数 数 是 台数 的 . 但 是 康 托 
对 角 线 法 让 明了 {8§ 12. 3 定理 5) 所 有 实数 组 成 的 集合 是 不 可 数 的 . 
因此 实数 集合 大 于 所 有 实 代 数 数组 成 的 集合 ， 这 个 论证 对 实 超越 
娄 的 存在 性 给 出 一 个 间接 证 明 . 我 们 把 这 个 结果 叙述 如 下 : 

推论 不 有 是 每 个 实数 都 是 代数 数 . 

最 初 有 很 多 数学 家 不 相信 康 托 的 论证 ， 因 为 这 个 论证 没有 给 
出 任何 特殊 的 实 超越 数 ， 但 是 现在 , 他 的 论证 已 被 广泛 接受 , 并 有 
可 能 对 这 个 推论 给 出 更 明显 的 证 明 . 

定理 li 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 一 个 域 . 

我 们 只 须 证 明 , 任意 两 个 代数 数 u, o0 的 和 , 积 、 差 、 商 仍然 
是 代数 数 .， 但 是 所 有 这 些 组合 都 包含 在 由 和 4 生成 的 复数 域 的 
TR Qu, mh, WHA u ARERR, 所 以 QGO 是 @ 的 有 限 
扩张 ;因为 # 在 人 Q(w} 上 是 代数 的 , 所 以 Q, v)J£ QGO 的 有 限 扩 
张 . 因此 根据 定理 9,Q(w) 是 QQ@ 的 有 限 扩张 ， 于 媳 它 的 经 个 元 
涝 是 代数 数 ( 定 盏 8). 证 些 

MERE F pa 09 3 ERARE F p., MARRIR F 
ERREDH, ERRER F pp SB fehikel 

DT iM TA RA aigebraically closed) ERRE "fUiiese & algebr- 

aically complete}". 担 考 弄 到 与 拓 牛 学 类 比 , 用 “代数 完全 的 "这 个 术语 比较 好 . 
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此 fO) CHERTEBI- E ee MAFRA 3m T 29 y E 
线性 的 ， 因 而 代数 完全 域 互 上 每 个 多 项 式 都 可 以 写成 线性 因子 的 
Xe THO S 5.3 公式 (11) 中 所 表示 那样 ), 进一步 ,除了 而 本 身 之 外 ， 
不 可 能 有 殖 的 单 代数 扩张 ， 于 是 我 们 得 出 结论 : 域 有 是 代数 完全 
的 兴 且 仅 当 己 没 有 真 单 代数 扩张 ， 代数 基 本 定理 和 全 5.3 定 理 5) 断 

定理 12 所 有 代数 数组 成 的 十 由 是 代数 完全 的 ， 

WEBB MEMA FE x4. "71-0 u—0, BRAM u 
都 是 4 中 的 代数 数 . 这 些 系 数 竺 成 一 个 扩张 KSQ £u ce, 
Uni), WIDER 9 的 推论 4， 它 是 有 理 数 域 信 的 有 限 扩张 .给 定 
的 这 个 方程 的 任意 复 根 7? 在 域 下 上 是 代数 的 , 所 以 下 (7?) 是 下 的 有 
限 扩 张 , 因而 也 是 QQ@ 的 有 限 扩张 ， 根 据 定理 8, 这 个 扩张 中 的 元 素 
7 则 在 Q@ 上 臣 代 数 的 。 这 就 意味 着 根 7 是 一 个 代数 数 ， 所 以 也 就 
f£ A th, 因此 4 是 代数 完全 的 ， BE 

我 们 现在 把 域 Q 夫人 到 由 所 有 代数 数组 成 的 代数 完全 域 有 4 
中 ， 把 实数 域 民 嵌 人 到 由 所 有 复数 组 成 的 代数 完全 域 马 中， 这些 
结果 是 下 述 一 般 定 理 的 特殊 情形 , 这 个 定理 指出 , 任意 域 了 不 管 人 
FI — T3 3E A, 这 个 4 是 代数 完全 的 ,并且 A rdg Toc E TE P 
土 古代 数 的 (参看 8 15. 1 的 附录 )， 

代数 数论 已 发 展 得 很 完整 . 它 主要 研究 代数 数组 成 的 域 K, 
它 直 有 理 数 域 筷 的 有 限 扩 张 ， 这样 的 域 称 为 代数 数 域 ， 我 们 下 面 
考 虎 这 个 域 的 算术 性 质 . 


习 题 
1， 通过 求 出 下 列 每 个 代数 数 所 满足 的 有 于 系数 方程 来 说 明定 再 II: 
(a) Ww 2 二 Ww —3, (b) s — 1+8 5, 
/7T)G 1), MIL 
O DVD, (Ts, 
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(e) uv —2, 3X E u Hi ut Tu— 14-0. 
2. (a) 证 明 : ud uu eH ALOQ E) m n eC. d ud v £5 
次 数 不 超 过 mn. 
Cb》 芋 的 次 数 怎样 ? 


(c) 证 明 : 如 朱玉 是 超越 数 , Biti, BiA -Hu 和 tu 都 是 超越 
数 , 对 后 一 称 情 形 , E TM E w0. 
3， 通 过 求 出 下 列 每 个 方程 的 粮 所 清 足 的 有 理 溺 数 方 程 米 说 明定 理 12. 
(a) x* --3a-EA/ 2 —0, 
(b) zi 3 wv —1-0, 
(c6) z3— wwtl 2 —0, 
(d) z?-L-u--2—0, 3X El wu J-7; E ut 5u*— 10u4-5— 0 B3B. 
4. Six 3B 10 的 证 明 中 所 指出 的 那样 , XUL B A Lp TELLE EH ER d) B 
到 的 前 16 n, 
5. 不 用 定理 10 证 可: [E DEBEO RUBUS BUS SE AE REGES. 
6. WERA: rn XexedBgqpuEGGmykX au mm. 
7. 证 期 : ERFDE TiS bILICNeBS BUB C GXEÉHBBGEHUS rA 
是 可 数 的 . 
8. (a) ER: 看 在 一 个 实数 , 它 在 全 (xr) 上 是 超越 的 . 
(b) 用 习题 7 和 $3.4 的 定 尺 证明: 存在 可 数 包 个 代数 无 关 的 实数 . 
9. iB! TE BB 10 的 证 明 中 酷 含 地 用 到 下 面 的 超 限 算术 公式 : 
(a) FE d*'—d ^ n x £ ix. 
(b) FE d-- dr d (IH d dup d? 4d nx OUR UTD, 
*10，(8)》 设 tt 是 任 党 固定 的 实数 ， 通 过 把 #' 一 wi 因 式 分 解 来 证 明 : GERE 
常数 入 (3), 使 得 不 管 是 否 有 |z 一 | 三 1, 都 有 |zi 一 wi 所 Nz 一 w|. 
(b) 设 斤 二 是 实 系 数 多 项 式 ,a 是 任意 实数 , 证明: 存在 一 个 与 了 和 
有关 的 常 教 了 于 ,使 得 不 管 是 否 有 12 一 中 三 1, 都 有 [C2) — foo | MIz—ul. 
*11. HEX EE n dL r 深 整 系 狂 多 项 式 方程 f(z)=0， 证 明 : 如 时 


m niu | s cba sim 10 sro, WAZ). 


(SES: 用 习题 10， 8|. miZ) mr 的 有 再 数 . ) 


t12. WEBB: Zu u 是 实数 ， 对 于 4 可 以 求 出 不 同方 理 数 的 无 穷 序 列 
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maap ue «uu OIAR 5, SZ u TERR, (1855: in u fik 
BOR r HZ d CLR 11 A, REP TE c k A (28) o. ) 


*13. 满足 习题 12 BOTHE AR (ES ER aE (Liouville $ (超越 
S. 


(a) BENI: 7» 7107 一 0.110001… 是 刘 维 尔 数 . 


ki 


Cb) 再 列 贡 两 个 别 欧 刘 维 东 数 ， 


$14.7 高 斯 整数 


高 斯 整数 是 其 分 量 9，5 都 为 整数 的 复数 &g 十 后 任意 这 样 
的 高 斯 整数 满足 整 系 数 的 首 一 多 项 式 方程 一 2am 二 (ew 十 Bb?) 
=0, 因此 它 是 代数 数 . 两 个 高 斯 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 高 斯 整 
数 , 因此 全 体高 斯 整数 梅 成 整 环 Z[i， 在 这 个 整 环 中 可 以 考 碟 可 
除 恬 和 分 解 成 素 ( 不 可 约 ) 国 子 的 问题 . 

对 任意 复数 c, 引进 “ 范 数 "(是 整数 , 或 者 不 是 ) 是 方便 的 . 设 
o-T-Lsi, WU X4 N(o) fko 893; 96 M Ero" —r—siW 
乘积 : 

N(a)-—oa*—í(rJd-5i)r-—si)-—r?^4- s. (10) 

这 个 范 数 永远 是 非 负 的 ， 并 且 是 o 绝 对 值 的 平方 ， 对 任意 爽 个 复 

A o TH v, 我 们 有 

N(ar)—N(o)N(T). (11) 

这 个 等 式 意 味 着 , 对 应 He> NCo) UE Bee dH, 换 人 条 话说 ， 它 是 由 非 

SE o Lg IXEHSESISIERYNEIRSE PEuBIZIBRARS TPENLS mm 
Bk im Te d dE CE ERO NER, 

现在 同人 忆 一 下 包含 可 除 性 的 一 般 概 念 (83.6). ZI) * d 


(D ”有理 整 数 即 折 通 整数 , 定 苹 见 下 市 ， 一 一 至 者 注 ， 
€ F223* 


是 这 样 的 页 斯 整数 : a-0, EMA a 也 是 一 个 南 斯 整 ES XD 
ZH aa l—1, BEI NCaa ENCON (a 1!1)=1， 因 而 单位 & 的 芳 
BE N a)l mO0) RATAR ZDi d ee HBE ES 
Tni. n Zie DENS A e ERER, MERA A EE XE 
在 名 [i 中 诊 人 年 ， 坦 此 在 名 外 中 的 相伴 只 能 十 土 % 和 ie. 
4if xS 5 在 Z[i_ 中 有 四 部 不 同 的 分 解 
5—(14-2i)(1—2i)—(2: —1)( —2$ — 1) 
—(24-£)(2—i)—(i —23)( —i— 2). (12) 
这 坚 分 解 本 质 王 是 一 样 的 , dp, 22 一 让 1 一 22) 和 2 一 i 二 一 21 
1:21), 其 他 各 种 情形 中 相应 的 因子 也 部 是 相 侍 ，(12) 中 的 每 个 因 
子 都 是 素 的 出 例如， 如 果 2-4 HA AAi, 3D 
NGC T- $)—5— N(a)N(CBD, BEEN (GO C EN CB)) ET 1, KE a 
(或 者 BOXER, {12) 式 的 各 个 因子 本 质 上 只 给 出 5 的 一 全 因子 
分 解 , 因为 在 任意 分 解 5 一 8 中, NC) 525 NC ON CÓ), 所 以 每 
个 不 是 单位 的 因子 一 定 有 范 数 5， 遂 过 试验 我 们 发 现 , 范 数 为 5 的 
所 有 高斯 整数 就 是 (12) 式 中 写 出 的 那些 . 
nhm, AMRA EZ] 中 是 素 的 . 假定 3=a8， 则 
N(a)N(CB) =9, FÆ N(Ca)|9.. 如 果 N (o) 1, Wl a Xr dne 
N(a) =N (a+ bi) —3, W) a?--b?—3,. Rp iet SE o 和 5 使 这 个 
TARY. BETERE ER 3 SUN UT o. 
rea Er SEE E) E — DR] P2 EA PR HT DAS Eg x [E 22: ER AS ode E 
B], 这 个 算式 类 伺 于 对 普通 整数 和 多 项 式 用 过 的 除法 算式 ， 
定理 13 对 于 和 瞪 定 的 高 斯 整数 区 和 良和 才 0, 存在 高 斯 整数 六 和 
p ifo 
a- Byte NC(o)--N(CB). (13) 
(D MPTA, HELLE, "LGAGSGENC PE x EGLI. — F 
者 注 . 
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证 明 RUTAS roi 出 发 ， 选 取 r fne S RF 
dus 最 接近 的 整数 ， 那 么 
B=" HDH Or) +s) i =rv+0, vy—r si, 
REl <, lss" | 世良, 所 以 
N(o)=(r=r')?+ Gs! «la. 


Ext Jj £ ELTE jf 75 B, a= Bv P Bo, Hi a, By 都 是 高 斯 整数 ,因此 
Bac 也 是 高 斯 整数 , Hx HW N(Bo)—NODN(oO)-ND). 
| 证 毕 

引 理 1 两 个 高斯 整数 &% Po ARARATS, ERAT 
Aon ô= pa b pa 形式 的 高 斯 整数 ， 其 中 月 和 所 s 都 是 高 斯 
AG, 

证 明 WRR, 我 们 可 以 构造 欧 几 里 得 算法 , CRRA 
HERREG 1. 7)，(13) 式 的 逐次 余数 o 的 范 数 越 来 越 小 , 因此 
这 种 算法 最 终 会 结束 ， 最 后 的 非 零 余 数 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 公 
BF. 证 毕 

HAEREA Z[3] 中 的 ww TD ato 生成 的 理想 (al a) 
上 友 ， 在 这 个 理 犯 的 全 体 元 素 忠 间 选 择 一 个 范 数 最 小 的 元 素 6， 并 
RODAM, F assy pi, Go — ys pu KERS p; 都 在 
理想 中 ,并 且 它 们 的 范 数 小 于 1 的 范 数 , 因此 一 定 是 零 ， 所 以 gf 
dy1，&2 一 607， 于 是 是 公 因 子 ， 因 为 $8 在 这 个 理想 中 ， 所 以 它 
TUÉS s= B. B8.x; AEE os 和 e. 的 每 个 公 因 子 的 倍数 ， 
及 以 上 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 公 因 子 . 

高 斯 整数 分 解 的 共 祭 部 分 可 癌 有 理 整 数 的 情形 《1.7 和 
3 1. 3) 及 多 项 式 的 情形 (3 3.5 $08 3.8) 完全 一 样 地 进行 处 理 ， 因 
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Uc 32 d 1X BL ELA 1X RE 9 PE 一 个 高 斯 整数 地, AIEO 
也 不 是 单位 ， 而 且 它 在 ZU] RATRE EAA x BTHTE, HU 
称 x 是 素 的 我 们 可 以 证 明 

引 理 2 4X mc XR 55, MAb mn Tk ra Ap | B. 

定理 14 4 AmEGiEGk a Tuhi TAk dp HR CAEG 05 A x 
mena dECIOGRGA XQUCJ OLGECE — 85, 所 谓 实 上 质 上 是 唯一 的 是 指 ， 
任意 其 他 名 豪 示 成 素 高 斯 整数 之 积 的 分 解 式 有 相同 的 因子 个 数 ， 
并 可 重新 排列 使 得 福 应 位 置 的 因子 是 相伴 ， 

为 了 适当 地 推广 这 些 概 念 ， 我 们 首先 研究 一 下 高 斯 整数 万 满 
是 的 不 可 约 多 项 式 方程 ， 加 果 gg 二 4 十 看 是 高 斯 整数 , 而 不 是 有 理 
整数 , 那么 3 基 0 并 且 a 一 定 满足 一 个 二 次 不 可 约 方程 。 这 就 是 

[z— Ca-- bi) 1La— (a—54) ] —2* — 2ax-- (a? B?) =0. 
"EAE PURSE dE 25 XT MUR 8[EOJ;fR. mik, TEH, 
如 果 数 7? 十 st 在 域 QOO rni à AEREE 70 E27; £6, 那么 
这 个 数 是 高 斯 整数 ， 这 就 给 出 

定理 15 在 域 @Q() 中 的 一 个 数 是 高 斯 整数 当 且 仅 当 它 6RQ 
上 所 满足 的 首 一 不 可 纲 方 程 是 以 整数 为 系数 。 


习 题 


1， 把 下 列 各 高 斯 整数 分 解 戊 素 因 子 乘积 : 
b, 3-ri, 8i, 1I, 1-—7i. 

3， 求 出 下 列 每 对 高 斯 整数 o. 和 cs 的 最 大 公 因 子 , 并 把 它 表 示 成 Pas 
T Ba. EA 

(a) 3--6z fü 12—31. 

(b) 5 十 3 48) 13 十 187. 

3. 求 出 13 和 的 所 有 可 能 的 因子 分 解 (分 解 成 束 高 斯 整数 之 积 )， 并 证 明 ; 
任意 两 个 分 解 仅 差 相 伴 . 


(D 在 下 一 节 中 (定理 10), 对 积 微 更 一 般 的 情形 绍 出 证 多. 
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4. WEH: Bim ERES aT BE UAI, 
5. (a) ARLE RAES 1 
(b) 证 明 引 理 2. 
6， 由 引 型 2 证 本 定理 14, 
7. (a) EH: X BERGER p E ZIPPERS DL SpA a rtty 
S dE SEA ud s, 
(b) 证 明 : ERREA prinții mud Ei Eom XL]: 3635 85. 
*&. (a) HE: Wi S Z[zj/(p, a^--1) PE ES Zii (9 同 杨 ， 也 与 
Zl) G 41-1) Fd, 
(b) WE W: Zii]/(p) JE $ GA S nodWoÓbpdkZ[] 中 是 素 的 ; 
Zp r]/G*4- 1) AE SEXR 24 H. [8.24 zt - 14nod p) re Z cp iib f, 
(c) BER p EHEER. 3E), IER: apma, 
88 Z, x62 — 1 (mod 2» dE Z (deti f. 
(d) WEH: »p—4s-r14kEZ[il eu iE RA. 
习题 0-13 都 指 的 是 由 数 e+aw -2 (其 中 a 和 5 是 整数 ) UA DO EC 
Z [v -—2]. 
9. Ga 3L d5 We N (atb —2) — at - 29, 并 列 出 它 的 性 质 . 
10. EARR Z[/ 一 2] 中 的 除法 党 式 ， 
11. 证明 整 环 ZI 一 如 中 基 大 公 因 子 的 窑 在 性 . 
12， 叙 述 并 证 明 ZL 一 2 中 的 唯一 因子 分 解 定 理 . 
13. 在 Zi/ 一 2] 中 , 把 下 列 各 数 因 子 分 解 - 5 1 十 3w —2, 24 4/ — 2. 
14，{a》 在 加 [LW 3] 中 求 一 个 不 同 于 土 1 的 单位 . 
(b) 证 明 : 4E Z[^/ 2 ] 中 存在 元 穷 多 个 不 同 的 单位 《提示 ， 用 一 
"d I DERBINE, ) 


814.8 (c X € fi 


一 般 地 ， 如 果 代 数 数 2& 满 足 的 有 理 数 域 上 上 首 一 不可 约 方 程 是 
USA. UH 
f(x) —ad- ayu d n da, uu" 1p u^ —0, a; 是 整数 (14) 


其 中 POE Q 上 是 不 可 约 的 , 362.8 u ERRER. AAN 
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注定 的 不 可 约 方 程 刚好 是 线性 方程 zx 一 元 一 0， 所 以 一 个 有 理 数 


是 代数 整数 当 且 仪 当 它 是 一 个 普通 意 交 下 的 整数 ， 于 是 蕊 的 (得 
遂 } 整 数 称 为 育 理 整数 , 成 便 同 其 他 代数 整数 相 区 别 ， 如 末代 数 数 
u50, u TIL uc 都 是 代数 整数 , 那么 称 避 是 单位 . 

仕 检 验 给 定 的 代数 获 是 否 是 代数 整数 时 ， 不 一 定 要 借助 于 不 
HEUT R, 而 依赖 下 面 的 定理 . 

定理 16 一 个 数 是 代数 整数 当 且 仪 当 它 在 人 上 满足 一 个 整 
系数 首 一 多 项 式 方程 ， 

证 明 假设 w 是 某 个 整 系数 首 一 多 项 式 fom. EE., 
u 还 氏 趾 一 全 不 可 约 多 项 式 Kx),， 它 可 以 取 为 整 系数 的 ， 这 些 系 
T& I E GE Z PST" RE eH ZR. 因此 我 们 可 以 假定 Po) 的 系数 的 最 大 
公 辕 子 古 1， 这 也 就 症 说 ,在 83.9 的 意义 下 ，2(0D 是 由 所 有 整 系 
数 多 项 式 组 成 的 整 环 Ze] 中 的 本 原 多 项 式 、 亲 为 已 知 的 多 项 式 
fG)j& E — 4, 所 以 也 是 本 原 的 ， 由 定理 2 我 们 知道 , DA u A 
根 的 多 项 式 Cao dE QQ[z]J 中 一 定 被 的 所 满足 的 不 可 约 多 项 式 p(x》 
整除 , 于 是 f(z) 一 4Xr)P(tw)。 因 为 了 和 jp 都 是 本 原 的 ， 所 以 根据 
395 理 3 可 以 断言 ， 商 式 Ce 也 有 具有 整 系数 ， 那 么 foo mn 
项 系数 工 是 9 和 了 的 首 项 系数 之 积 , 因此 土 ?(z) 是 首 一 多 项 式 ,要 
Vna (14), KERA u EREE A. 

-Ai RARP RRE B. 但 实际 上 可 能 是 代数 整数 ， 


Bin, u- 1C 9 ee a1 s 但 它 满足 方程 

(e 1 8 (41 8.) —&*-—z—1-0. 
PRACBRUENCOSURBONT. uolo TRUM HL AR 
中 是 代数 整数 的 那些 数 ， 有 理 数 域 Q EOD EXE IRKA 


成 单 代数 扩张 K —QG/d). T—RE, dibus d i 
4 


个 整数 旦 无 平方 因 于 5 除外 )， 这 就 是 我 们 所 要 考 碟 的 情形 : 

定理 17 如 果 Q 关 1 是 无 平方 天 子 的 整数 ,那么 在 三 2 或 8 二 
3Gnod 4) 的 情形 下 , QC d ) 中 的 代数 整数 是 形 为 G15 d 《其 中 
Kk ade b ARP EXEdA) dk, de o5 dol(modd st, QV d) 


fA GOESOUU Pac bU S Ug ade b xoi o ons 
证 明 ui 预备 知识 , 我 们 注意 到 , 49 圭 1(mod 2) ink E a—1 
--2r, HJE a = 1 -idr drt=limodd). HAE iH, 
acl1(Omod 2) HJIH a =]1Cmod 4), (15) 
a-0(mod 2) THH a?z0(mod 4), (15) 
质 以 一 个 平 万 数 总 同 余 于 0 或 1, mod 4. 

Q G/ d) tilii u 可 表示 成 &- 全， 这 里 整数 ,5c 
EART. cO T Hb BERI ELE, q&( 1E 57-0. MA u 
所 满足 的 二 次 首 一 不 可 约 上 方程 是 

二 Da abs d 
(rei e ety 


和 一 一 0， Q7) 


如 果 是 代数 整数 ， NA Seu t ap 也 一 定 是 整数 . 所 


pág, d — IU a 都 必 是 政 数 ， 所 以 oj2z，c31488?， 因 为 


已 要 证 了 不信 和 方 因子 所 以 包含 在 6 中 的 任意 素数 jg 二 a 

时 整除 4a FI b^ .,3X 55 a, b, c JE ZS BRE CET PRESTO iE a HH ZI I 

于 类 似 的 理由 , 4] e 是 不 可 能 的 ,所 以 只 能 选取 c=1 i c— 2. 
现在 考虑 22 或 2E=E30mod 人 的 情形 , 取 e—2. (3X STE 


下 ，47) 式 最 后 的 系数 呈 二 2 -2 一 定 是 整数 ,于 是 a7=db*(mod 4), 
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如 果 B 三 1(mod 2), Ki[5b? 2 1(mod 4), EH a?— db? 2 或 3(mod 4). 
这 与 法 则 415) 和 (16) 相 了 矛盾. mE b=0(mod2), 则 a? 0 (mod 4), 
Piríjae:0 (mod 2), 所 以 a, b, e 有 公 因 子 2， 匹 论 哪 一 种 情形 ， 我 
们 都 得 出 0-1, 所 以 Q(s a) 的 所 有 代数 整数 是 形 为 4 十 bv 的 
数 .， 太 过 来 ,这 种 形式 的 数 所 满足 的 首 一 方程 (17) 具 有 整 系数 ， 

M FAE d= (modd) 可 以 类 伺 处 理 , 除了 可 能 出 现 a=b 
—1((mod2) 的 情形 以 四, 共 余 都 类 似 . 

推论 @Q 上 任 恋 二 次 域 中 ， 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 是 一 个 
Lx 

证 明 定理 17 中 所 表示 的 代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 这 种 
形式 的 代数 整数 . ure 

下 而 的 任务 就 是 把 这 个 推论 推广 到 任意 代数 数 域 上 ， 


ES 题 
1. WEW: AAE iA ee 
2. (a) X AWO PBBSBUBS POBCE SU BUCH Uy, KE o XEM — ed 位 


(b) EBE Qio iiA jh Be Xo dj eds 
3. SL NGGE TB 17 HE — RP TRUE (dz (mod 0 f iE HB. 
4. (a) 证 明 : 任意 代数 数 可 以 写成 商 元 ， 这 里 # 是 代数 整数 ,8 是 有 建 
EEZ 中 的 上 整数). 
(b) 证 明 : 代数 数组 成 的 性 登 域 下 是 由 下 中 的 记 有 发 数 整数 组 成 和 的 
整 环 的 商 域 . 
*5. SKI QU 2, 2 rl prot dec S 


514.9 代数 整数 的 和 与 积 
这 一 节 求 证 明 下 述 结果 ; 


定理 18 所 有 代数 整数 的 集合 是 一 个 基 环 ， 
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下 面 是 定理 的 直接 推论 . 

推论 ”在 市 代数 数组 上 让 的 传 庆 域 在 中 ， 全 体 代 数 整 数 煌 成 一 
个 整 还， 

定理 18 的 一 个 启发 性 的 证 明 依 赖 于 对 代数 整数 生成 的 加 其 
RERA ET, WME v, "|, n EKRA, RE GSL v, n] 
表示 在 由 全 体 复 数组 成 的 机 法 群 中 由 这 些 代数 数 生 成 的 子 荐 马 . 
这 个 群 只 是 由 可 表示 践 形式 

WG 是 有 理 整 数 ) (18) 
的 所 有 数组 成 ， 回 忆 一 下 , 在 由 YY 生成 的 加 站 循环 子 群 中 , B ERE 
TR av—axvoubA vni RE. 

引 理 1 $RG—[vs,--,0,] 的 性 豆子 群 号 也 可 以 由 路 个 或 更 
少 一 些 数 生成 . 

证 明 HEA TI ke, ika EGA n—k-- 14 HE RICHIE 
BEBO RE [o,, t, Pab 所 以 Ge 是 出 所 有 形 为 aou Grata 的 和 
构成 . 在 G BiTA ETRS Rcx BAL — T2635 

Wg = Cite E Osa Ury Tr tb Cn Un, (19) 
使 其 中 第 一 个 系数 ez 有 最 小 的 正 值 (这 是 可 能 的 }，《 如 果 对 每 个 
元 素 , 2 的 系数 都 是 震 , 则 置 1, —0. AE w= bum, pS 
的 任意 其 他 元 素 , 它 的 第 一 个 系数 加 可 以 写成 b= gtt Tis 具有 
一 个 非 负 余 数 ru meu. PARTE wg = Tr, t e RERE Gi 
TuS 中 ， Ji RdEfa B S —A REA Ti. 它 小 于 最 小 的 正 盾 £3, AIET: 
—0, TE G PERS HEER wH Ga 中 的 一 个 元 素 w =w 
us. 

这 样 选取 的 8% 个 元 素 us n Ww, HE ICE ES LX REIN DOES 
中 任意 给 定 元 素 加 ， 我 们 就 可 以 找到 抽 ， 使 急 一 而 w! 只 依赖 二 


D 这 个 加 法 群 有 了 时 称 为 世 - 模 , 因为 它 的 元 素 可 以 用 宅 中 的 标量 来 乘 . 
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v», ***, Un 天 后 六 可 找到 其 小 8s， 和 — qw; H (& dili - T vs. e*s 
Us, 等 等 , SORTI w Zu. HERE 

5138 2.— Sk wu A4 AX AR E GS ERS ou s HEX 1, u, w^, 
生成 的 加 法 群 可 以 由 有 限 个 元 素 生 成. 

证 明 mu ERRARE. MEWE RAII nik E — DF 
(140. KAHERE w^ RRR G — 1, u, s, u eR, 
XX ^ BEJE MT  BSCT m RITER, GÉEIXXETUO EIER -AH 
各 可 以 用 玉 把 4 的 任意 高 次 睡 表示 成 这 个 群 中 的 一 个 元 素 ， 所 以 
u PESI 2 BERI. 

反 过 来 , BEH 1, u, u’, -UHEJRÜUSEG HLHG ERNA 
Br 2 nÆ. u SG REETA La HERIR EC H 
元 素 Dam, 所 以 每 个 张 积 uv, 一 定 在 如 中 ， 于 足 它 一 定 可 以 接 
照 生 成 元 表示 成 we 二 之 .0130;， 这 里 a 是 整数 ， 这些 表 达 式 给 


出 如 下 形式 的 个 的 齐 次 方程 

(aj — H Wa t +H n=O, 

(1540, + (055 — u) Vat "nT Onn =, 

Api Hanat de E (au 7 u) v, — 0. 
XX £8 E UR — ERU ARIS IE E v vo pr， 所 以 系数 年 阵 的 行 矢 
量 一 定 是 线性 相关 的 (§ ?7.7 定理 13 的 推论 )， 这 全 系数 和 矩阵 可 以 
写成 4 一 wl, 这 里 A= (e. RACEK, 所 以 它 的 行列 式 是 
c. Tæ 

|. A— uI| — (—1)"u* +t bw 71-F e 4-5, —0, (20) 

这 里 系数 5 是 整数 o, 的 其 一 和 多项式， 因而 它们 都 是 整数 ， 这 个 
方程 (320) 意 味 者 出 % 是 代数 整数 , 正如 引 理 中 所 要 求 的 


T SEES HIR | Cu A X (CODE BERE 4 的 特征 和 多项式。 
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5| 理 2 的 结论 可 以 重 述 如 下 : 

推论 “如果 代 数 数 五 的 所 有 正 次 震 都 在 由 一 组 有 限 个 数 
Jioc 的 生成 的 加 法 群 中 ,那么 一 是 代数 整数 ， | 

证 明 Bl, uu, ERRES EH 1 gu o #4 生成 的 群 的 
—A TEE AERES, AAE S n A EARE o6 
BAER, ALRIS IHE 2, T uJETCET SENS, 证 毕 

现在 回来 证 明定 理 18， 如 果 # 和 = 是 代数 整数 ， 我 们 应 指出 
十 2 和 ww 都 是 代数 整数 .这 个 假设 条 件 意 味 着 所 有 的 医 w* 和 2" 
分 别 可 以 按照 有 限 多 个 之 1, 2 nu" LB Ios, bw 1 XE EOS, Bf 
LL S£ BE luo)" = utot Cut v) XE EH SE HL, u, um, uv?, ve gigni 
生成 的 加 法 群 中 ， 根 据 推 论 得 出 , us RI uv 起 代数 整数 ,这 正 古 
定理 所 要 求 的 . 


习 Es 
1. xüxk»jHxÉpag SEGA Gp 0h RR. AIEN TFAA YD AE 3 
数 : 
(a3) AAA 3, (b) ito, 
(c) VT+, 


2. (a) 证 明 : xXuS EE op o (EQ LEIER, MAE G Len eU 
aa] HERAA ERES CI TRES 3T EA B n ARPEI ER ess ws AE 
成 . 

(b) EA: 4EXCXXHÉRS Y HOS GE c RE GOBO 同 构 . 

3. WEE onen o. 在 和 上 线性 无 关 ， 指 男 怎 样 用 引 理 1 中 对 十 G— 
[ep vu] HI TRES E HL BER EIE LEES TE G rp RC. Co: 求 出 
S 的 每 个 陆 集 的 代表 元 .) 

t4. 证明， G= {o 0,1328 LE RE DO JEIR 7], 也 就 是 证 明 : 给 
出 子 群 的 无 穷 序 列 S 88,8 ne x, 则 存在 一 个 下 标 m, 使 得 Su ue 
—Su c5. (Em. 把 引 球 1 EEE Sa 90930.) 
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5. (m) 证明; BLA ESSEN. Z hiik RE Z i4 9REE, 

(b) 到 出 一 个 包含 在 高 斯 整数 的 整 环 Z[ $1 RAE [让 中 的 理想 的 模 . 

“6。 证 明 : MERER u 满足 一 个 首 一 多项式 方程 , 这 个 方程 的 共 他 系 
数 都 是 代数 整数 , 那么 4 也 是 代数 整数 ， 


$14.10 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 


为 了 说 明代 数 整数 因子 分 解 理 论 ， 我 们 更 详细 地 考虑 最 简单 
的 情形 ， 即 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 ， 也 就 是 说 ,我 们 考虑 
QA 3) 的 代数 整数 ( 象 定 理 17 中 所 描述 的 那 种 代数 整数 ) 的 因子 
分 解 ， 为 此 目的 所 用 的 基本 工具 是 范 数 概 念 ， 

范 数 的 公式 依赖 于 域 , 但 是 范 数 的 概念 在 所 有 情况 下 , 甚至 对 
王 高 次 代数 数 域 , 都 是 一 样 的 ， 本 质 上 , 范 数 是 通过 域 的 自 辣 构 来 
定义 的 ， 根 据 定理 6, CRRA 4) 有 一 个 自 同 构 w= 二 gg 十 bv d 
< 一 > 二 g 一 bg, 它 把 每 个 数 映射 到 它 的 共 轿 数 ui. 

EX Q(vVG) 的 数 二 4 十 BV d tik N(u) A uem e 
3k 56 us 65 E RR anus 


N (u) —uu— laatb d ) (a—b«/ d). (21) 
因为 对 应 uu REIS, uv —u- v, 所 以 
N (uv) =N (u) N (v). (22) 


TJEUX A BI POBRE BE BO FE SED RE w — uo 转换 成 有 理 整 数 
N (w) IA BEN (w) — N GIN (9). UCBCEORLBU TE SCRUEERECRE 3, 
见习 题 1. ) 

范 数 的 性 质 基 本 上 依赖 于 台 是 正 的 也是 负 的， 也 就 是 依赖 于 
QW d) 是 实 二 次 域 还 是 复 二 次 域 、 如果 d-—0, WU ON QU 就 是 
|wu|*, B[ 的 绝对 值 平 方 ,除了 &%=0 外 , BEER Sm d--0, Wu 
N (wu) ^ a?—bd 可 以 是 正 的 也 可 以 蚌 人 负 的 ,这 个 差别 出 现在 
Q (Cv a) 的 单位 的 群 U 中, 正如 我 们 将 看 到 的 
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引 理 1 代数 整数 uCQ (vd) A X* 4E S Rods NGDo-— 
+1. 
证 明 显然 , NCD =1; E5, Neo EEA, AlE, 
如 果 对 某 一 个 其 他 代数 整 数 sgEQ(ww d Y ue 1, 那么 有 站 (的 、 
N(v)- N(uv) -51, BE N (Qu) = +1. xbox, An N(u)= uus 
cl, Hb ulta =l, 于 是 4 是 QU 9) 的 单位 . 
法 伺 的 论证 可 应 用 到 一 般 代 数 数 域 上 ， 
把 引 理 1 和 定理 17 结合 起 来 ， 我 们 可 以 确定 任意 复 二 识 域 
Q (VD (4 一 0, 无 平方 因子 的 整数 ) 的 企 部 单位 .那么 QC 一 4d) 
的 代数 辖 数 具 育 形式 二 mr 十 jG (m, n€Z), 这 里 
" ^/—d, 4 dÆ3(mod 4) 
MN 3 d=3(mod 4) 


相应 地 , « 的 范 数 满足 
m? 4- n?d, a4 da3 (mod 4) 
N — 
QU) i» +y E (mod 4) 
33 dzk3(mod 4) B, d—1 时 , meted 上 只 有 当 m=4]1, s-—-O0d[ 
才 有 可 能 . EEH, 如 果 de3(mod 4) H. d3, 352,427, 3f B. 
NaS, 除非 % 二 0，。 因 此 又 一 次 说 明 QC 一 个 的 单位 只 
能 是 土 I。 这 就 证 明了 
定理 19  dROAO B] oclo odo) E O—Goio x X O8 X 
Q (4 /—1) 49 QG/—3), 
QG/—DB HE E13 ki QG/—3) m8 3& [x d o— 
lr — Lr uy agg, 四 是 六 次 本 原单 位 根 . 


X OKHAUES AAA. 例如 ,1 十 V2 EQOA 2) 的 单位 ， 
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HANH 2)-—1. Bib 1--4/ 2 IO BERE (1 2) 
Ac IB [E 

思 然 对 于 很 多 二 次 代数 药 数 的 环 ， 分 解 成 素 因 子 的 因子 分 解 
EE -A BEQ 一 外 中 情况 并 非 如 此 . 例如 , 考虑 数 5 的 因子 
分 解 : 

6 一 2.3 一 (I 十 ^/ —5) (I—^/ —5). (23) 
如 果 Q (~ 一 外 的 两 个 代数 整数 名 和 v 满足 wv 二 6, 那么 N (w) N(v) 
—AN(6)—36. 于 是 6 的 真 因子 的 范 数 将 是 273* 的 真 因子 , 所 以 
Hi N(u) 2,3,4,6, 9, 12, 18 几 种 情况 需要 研究 .因为 在 这 些 
Ti Grp. 入 (9) 分 别 为 18, 12, 9, 6, 4, 3, 2, WARI B IE u—2, 3, 4, 
6 等 情形 、 Hd (mm nm —8) — m? - 5n? zt BS, 所 有 可 能 的 因 
子 都 已 到 在 (237 式 中 ， 

站 上述 例子 中 , 我 们 可 以 考 虚 用 理想 的 葬 积 (如 $813. 4 中 所 述 ) 
APRIRE. LAUbGETRSERME—[DQ--4 B REER. 我们 发 现 主 理想 
(2), G), +V 一 5 和 (人 1 一 w 一 5) 都 不 是 素 理想 相关 的 素 理 想 
是 已 (2,1 二 ww —5),Q0-—(3, 1- / —5), 这 是 用 它们 在 己 (C 一 5) 
中 的 茶 底 来 撞 述 的 .这 些 理想 不 是 十 理想 , 把 它们 平方 起 水 : 

| P?— (4,2 4-24/7-8,6) = (2) 

Q?— (9, 3-- 347 —5, 6) — (3) 
XX dc BH CZ X (3) p RE EE BE RH 

为 证 明 卫 是 ZE 一 5 中 的 素 理 想 ， 我 们 注意 ，(m 二 mv/ 一 5) 
€P*1HAX2À4 m-En-0(mod2), Ae ZIV —5]/P 只 包含 两 个 元 
33. Ah E... Atii $13.3 3: 38 6, PE gH, 类似 地 ， 
Z [4/-—5]/Q X Z, MU QEK, 

总 之 , 我 们 证 明了 莹 [ 一 5] BgERSBCO)R G 2 EHE ds iR Og 
唯一 因子 分 解 (6) PR. 

RHE ZV 一 5] 中 推导 出 的 这 种 理想 的 唯一 分 解 仅仅 
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是 用 以 说 明 ， 理 想 的 概念 怎样 可 以 系统 地 用 米 建 立 代数 整数 环 上 
的 瞧 一 因子 分 解 定理 ， 而 通 当 的 因子 分 解 在 这 个 整 环 上 是 不 唯一 
的 ， 通 过 进一步 推理 ， 我 们 可 以 建立 “理想 论 基 本 定理 ”: 在 代数 
数 域 下 中 由 所 有 代数 整数 组 成 的 整 环 妨 中 ， 每 个 理想 除 次 序 外 可 
区 唯一 地 表示 成 素 理想 的 划 积 。 特 副 是 ， 殖 环 的 年 个 代数 殷 数 引 
确定 一 个 主 理 想 (), 在 上 述 意义 下 , 它 有 唯一 的 因子 分 解 。 


习 题 
i. (a) 证 明 : 在 性 春 二 次 玻 中 , 代数 整数 的 范 数 是 有 理 整 数 ， 
(b) 证 明 : 如 果 ww= 二 9q 十 bw d RERE, WANO) 是 如 所 满足 

的 首 一 不 可 约 多 项 式 方 鼻 的 常数 项 . 

2. RAN 一 本 中 的 全 部 音 位 . 

3. MEU: SRRA -D (其 中 人 > 的 中 单位 的 个 数 是 有 限 的 ， 和 大 证 
BB: 款 个 单位 是 单 站 根 ， 

4， 证 明 ， 任 意 给 定 的 代数 数 域 中 的 全 体 单 位 根 移 成 循环 群 . 


5. MEHER ZLofOMRHE RO, Eom- EYI (提示 : gui 


B hok opt dr o C SE TET A RD CSS eA SE ELT REL) 

"6. WE DIESEN, 在 这 个 整 环 中 范 数 NOE SLAWRT: (2 a#0, 
ND Sar EX GDN Ca) —N Ca) NCB) QD E a 30 B 2-0, dedE y du £ 
使 得 Hp NOD NOD. 

(a) HEBJ- D EE -因子 分 和解 整 环 , 
(b) WES: 五 中 每 个 理想 是 主 理想 ， 
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第 十 五 章 ”人 多 罗 瓦 理论 
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历史 上 很 多 代数 学 家 试图 用 明显 的 公式 求解 实 多 项 式 方程 和 
(以 后 的 ) 复 多 项 式 方程 。 在 他 们 的 努力 下 , 求 出 了 一 般 的 二 次 .三 
次 和 四 次 方程 的 “ 根 式 解 ”这 些 求解 公式 我 们 已 在 第 五 合 推 导 过 . 
但 是 对 于 五 次 方程 , 多 次 想得到 类 似 的 求解 公式 , 结果 都 失败 了 . 

这 是 为 什么 ? KANRA AMEE (Evariste Galois) 发 现 ， 
他 指出 一 个 方程 有 根 式 解 当 且 仅 当 与 它 相 联 系 的 自 同 构 群 在 纯 群 
论 意 义 下 是 “可 解 " 的 ， 这 里 所 说 的 自 同 构 是 指 由 这 个 方程 的 所 有 
根 生成 的 扩 域 的 ， 使 方程 的 所 有 系数 保持 固定 的 那些 自 同 构 。 在 
最 后 这 一 党 里 , 我 们 从 讨论 给 定 域 瑟 上 的 已 策 多 项 式 Ke) BOBEUR 
ERAP RI, 按 陵 现代 的 形式 介绍 合 罗 丰 最 本 质 的 论证 . 这 
个 域 就 是 所 谓 nC) By uim", D 现在 我 们 正式 地 给 出 它 的 定义 ， 

EL 五 的 扩张 入 如 有 果 满 足下 列 条 人 件 则 称 为 系数 在 下 中 的 哟 
(2>1) X $ NDA f(x) 的 报 域 ; | (D f(x) 在 如 中 可 以 分 解 成 线性 国 
do fix)—cG-—u)c(Qr-—u; GDN AF hie f(c) 的 全 部 根 
DAH, Pp N — Fn, ss uy. 

如 果 f(x) Sar -brz-ec(as0)JEF EBD. EAH 


HRD uy Lh b deo j=1, 2, h (a) 0 的 一 个 根山 此 


RAIF ADIE K =F u) Fi] GO) 已 经 是 了 在 上 的 祖 
由 ”市 的 代数 书 中 称 达 个 域 为 分 翌 域 ， 一 一 译 者 注 ， 
Q zB. XI fQGofmguéigdgduE a= sz ik a BRAF OORA. 
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R. RERA m= 因此 fGz) EB 下 二 了 (wy) 中 可 以 分 解 成 线 


HERF fr) = aleu) (r—u. 
可 是 ， 对 于 三 次 不 可 的 多 项 式 ， 这 个 结论 一 般 来 说 是 不 正确 
的 。 例 如, Q@ 上 不 可 约 多 项 式 x 一 5 FEN JE QG/5, oA 5, 


o4 8) - Q/8, o), Jh oL P 3 是 复 三 次 单位 根 ， 由 


5 的 实 三 次 根 上 生成 的 有 理 数 正 的 实 扩 张 (3 5 ) 2QIx]/(G? —5) 

在 Q@ 上 的 次 数 是 3， 而 包含 5 的 所 有 三 次 根 的 Q@ 的 最 小 扩张 是 久 
—-QG/5,o). 因为 @a 添 足 分 图 方程 oz 十 ao 二 1=0， 所 以 域 丈 在 
Q (X 5) 上 的 次 数 是 2. 当 我 们 把 zs 一 5 的 根 域 不 看 作 人 上 的 一 个 
矢量 空间 时 , CHAER, V5, 325, o, eX 5, 4/25), 
TJÉ* dE QUEE. 

a HAE An B3 58 FED RR II ETE E43 3 — Bt 2 ACT HR ERE E 
性 命题 ， 如 下 所 述 ; 

定理 1 任意 域 上 的 人 性 意 多 项 式 都 有 一 个 根 域 ， 

对 于 一 次 多 项 式 , 其 根 域 刚 好 是 基 域 F; 因此 我 们 可 以 对 fw) 
网 次 数 %w 用 归纳 法 .假定 这 个 定理 对 所 有 域 了 Pf 和 所 有 % 一 1 次 多 
MARI, 并 设 p(w} 是 已 知 多 项 式 fz) 的 在 上 一 个 不 可 约 因 
T. HESS 14.3 的 定理 5, 存在 一 个 由 D(2)2 BR wu sk i d 3k 
K=F (u). EK E, FADAR vu, 因而 有 因子 z 一 名 所 以 六 oz) 一 
《7 一 中 9g(), 商 9(2) 是 玉 上 % 一 1 次 多 项 式 , 根据 归纳 法 假定 ， 由 
(2) 的 8 一 1 个 根 生成 下 上 的 一 个 很 域 入 .这 个 域 玉 也 是 了 lx) 的 
Ns, 

RITET DB CER 2)uEHTL, £fAGEdESE F ERE En 
f) 的 所 有 根 域 是 同 构 的 ， 所 以 说 它 是 了 (x) 在 下 上 的 根 域 是 合 
理 的 . 
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附录 定理 1 可 以 用 来 ( 纯 代 数 地 ) 构造 任意 有 限 域 或 可 数 域 
的 代数 完全 扩张 ， 如 下 所 述 ， 域 下 上 的 及 深 多 项 式 的 个 数 足 有 
限 的 或 可 数 的 , 如 果 巴 是 可 数 的 ， 那么 多 项 式 个 数 是 d"! =d (d = 
无 限 可 数 )、 因 此 了 上 所 有 和 多项式 的 个 数 是 可 数 的 (参看 8 12.221 
E 14)， 于 是 我 们 可 以 把 这 些 多 项 式 排 成 序列 p(w)，pPs C), 
piis), u 

PUER F E n (2) EF EHRE, Fr 是 ps x) (EF. 上 的 报 
域 ,…; 一 般 地 , Bé Fn 是 Pa GOdEF.. EÉDIRIR, Aen it F* EÈ 
由 出 现在 其 中 一 个 请 , 中 ， 因 而 出 现在 Fa 的 所 有 后 继 中 的 所 有 元 
尝 组 成 的 集合 ， 如 果 w 和 5 是 FY 的 任意 两 个 元 素 ， 那 么 它们 一 
定 都 在 某 一 个 如 p, AMATE ,的 所 有 后 继 中 ， 所 以 ai5，b 


Pg OEO Fa 和 它 的 所 有 后 继 中 也 一 定 有 相同 的 值 , 这 就 表明 


F* 是 一 个 域 ， 

为 了 证 明 F* 是 代数 完全 域 ， 我 们 设 ge) OF" 上 任意 多 项 
jS. ge Cao B8 Ae HER CE TEdE— MF. 中 ， 因 而 这 些 系数 在 右上 是 代 
数 的 ， 那 么 利用 8 14,5 定理 9, 我 们 可 以 求 出 goot — 4 AERE 
XX AC), 其 系数 在 也 中 人 { 见 下 而 的 习题 5)， 但 是 对 AQ), d —R 
适当 的 Fa- A) XE Fa- 上 的 根 域 是 Fu AOE Fa 中 一 定 可 以 
分 解 成 线性 因子 ， 因 此 RaT 8(e) 在 如。 中 同样 也 环 分 解 成 
线性 因子 ， 所 以 8(z) 在 较 大 的 域 F* 上 也 可 以 分 解 成 线性 因子 ， 
因此 F* 是 代数 完全 域 ， 进 一 步 有 ，F* 的 每 个 元 素 在 上 是 代 
数 的 . 

用 一 般 的 良 序 集合 和 所 谓 超 限 归 纳 法 来 代替 序列 ， 可 把 上 述 
推理 过 程 加 以 修改 也 ， 以 司 应 用 到 任意 域 束 上 ， 这 种 修改 建立 了 


T  TÉSBIEUSJM,B.L.van dev Waerden, Moderne Algebra, Part T, Berlin, 
1930. {中 译本 ; B. L HERE, 代数 学 THPRSiE, 科举 出 版 社 . 1965.) 
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下 面 革 于 代数 盐 本 定理 的 重要 的 部 分 的 推广 ;任意 域 加 都 有 一 个 
代数 完全 扩张 , 


$15.2 唯一 性 定理 


我 们 现在 来 证 明定 理 1 所 述 的 根 域 的 唯一 性 ( 精 绚 到 同 构 ). 
定理 2 GARE bk PORA fw) 6k E A AR AUN de N 同 
32, NOR NT B Fe] AS T v4 Ho db sb dE, de REF 5 x, dE RE), 
EB] “ 根 域 是 唯一 的 ”这 个 断言 实质 上 上 是“ 间 一 个 不 可 约 多 
项 式 的 两 个 不 同根 生成 同 构 的 单 代数 扩张 ”这 一 事实 的 直 按 推论 
(14.3 定 理 6)， 特别 是 ， 不 可 约 多 项 式 p(w) 的 两 个 根 域 N= 
FG, uu, P N'S FS um)2r E th pO ODE us 和 us 4E 
m E] Fa Lp SE F Qs FQ. BEHE F Qu) s F GOD Pr [s] f 
T. PER mA TEE ep SEXUECAGRIEq.) ah p k 
HRA SR T mio REA HT, 
DIRE do GASOF 4e FU mod B) BAG S dep $cHA pe) 
的 系数 映射 到 百 E $ 0 p (ein E 83 € XE IR FQ) fo FQ) 
4 3] dix S8 $OXOAQGSAR ARAYE, HRS pA AP 
SX Fs) a FoO)dgtst,aix^4BAàpbxT.uS*t—u. 
WEBA 恰好 也 8$14.3 定理 6 的 证 论 一 样 ， 我 们 所 需要 的 局 构 
”由 公式 
(Go F Gi HP nds uu Dus * 
—ayS t (auS)u 4- (a, 49) (i)! (1) 
明显 地 给 册 ， 其 中 所 有 G;CE, n ou dE Eck X 
5| 理 2  AeX FORDF' 的 同 构 癌 把 多 项 式 了 ge 映射 到 产 (z)， 
HNDE f NDF 分 别 是 Fo 和 并 Ko) 的 报 十, PR ZB ST 
AF RAN E N 的 同 神 ， | 
He m—LNIPF)HUSSuEN CAREHJiX T 2]8H, Hm= 
= 541 >» 


1 时 , 这 是 显然 的 , 因为 这 时 如 已 经 扩张 到 N; AES m>, HE 
委 定 引 理 对 于 洁 域 有 上 次 数 小 于 如 的 所 有 根 域 灾 都 正确 因为 于 
>1, ww) 的 根 不 全 都 在 中, 所 以 f(z) 中 至 少 有 一 个 不 可 约 因 子 
P) ERRA A d>. uE 玉 2) 在 六 中 的 根 ， 而 在 给 定 的 同 
XJ S LTF, P (zw) 是 广 (w) 的 对 应 于 p(x) 的 因子 , 那么 根 域 六 ”包含 
(2) 的 根 避 ， 并 根据 3[ 理 1， 给 定 的 同 构 态 可 以 扩张 成 同 构 心 *， 
ig 
uwS*—wuw, [FQ)]S*-—F'(w), 
$6) —0. p'()--0. 
HAN EEF bWn fü) HARRER 二 一 定 是 在 较 大 
HR F Qo). 上 添加 这 些 根 而 生成 .所 以 浆 是 f Ca) fe F G0 上 的 根 域 ， 


其 次 数 是 子 ， 祖 据 同 样 的 理由 , N X f' (四 在 F U EARR, A 
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ATO 所 以 根据 引 理 的 归纳 假定 可 以 断言 , 2) 表示 的 同 构 8* 


可 以 从 了 (DD 扩张 到 和 NN， 这 就 证 明了 引 理 2， 

两 个 根 域 N 和 NN' 都 是 同一 个 直 域 也 的 扩张 并 有 生态 是 了 到 
自身 上 的 恒 竺 映射 , 这 种 情形 下 ， 引 理 2 表 骨 NN 与 N' fap, Ae 
也 就 证 明了 定理 2. 


«e 题 
1、 求 下 列 多 项 式 在 合 上 的 根 城 的 次 数 : 


(a3) z!—2t—2—2-—0, 
(b) 2*— 2:—0, 
(6) z*—7-D, 
(d) (z1—2) (z2— 5) =0, 
2， 证 明天 上 次 和 凶 项 式 的 根 域 在 下 上 的 次 数 至 涩 是 入 . 
3. (a) WE: 如 果 上 5 是 名次 本 原音 位 根 , 那么 QO -iE 
EHRE, 
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(b) 94 n—3,4,5, 6 If, 计算 根 域 的 次 数 ， 

4， 证 明 : 转 征 为 名 的 企 意 代数 完全 城 包 会 一 个 子 域 与 $15.1 附 东 中 
入 构造 的 城 同 移 . . 

"5o. ME gD Satas t e Haa" Ha Ei F Eit A, 证明 : ge) 
A XÜETEPFCDRSAEdERE is AC) HAT. GET: 4E gA F (ape, 
0,9 ERU TES mA RRJ 9 GO A RR EAF eu uu EF EERE 
的 , JE KS RT £9 ELE Re hah EE Ro — TH Gn, ) 

6. ix PC€QUz ] AE 4E Uf 2B XC SN, 并 设 zu n o EEDAN. 
证 期 ; Qio 2028 p TE Q Ed ER, 


$193 有 R 域 


系统 地 运用 根 域 的 性 质 , 我 们 可 以 得 到 所 有 有 有 限 域 ( 含 有 有 限 
个 元 素 的 域 ? 的 一 个 完整 论述 , 因为 特征 为 oo0 的 域 总 包含 一 个 与 有 
理 数 域 问 构 的 无 限 子 域 ($ 18. 8 定理 14), 所 以 每 个 有 限 域 具有 一 
TREP 不 类 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 五 包含 模 了 了 ROO Z 
8 13.7 定理 12 的 推论 )。 IA ARR F E Z 的 有 限 扩张 , 所 以 在 
Z, 上 有 一 组 基底 n. ce. wo Fn dA 63S nÜE M Hb m pet 
组 合 Dau. 这 里 每 个 票数 恰好 可 按 p 种 方法 在 Zr 中 取 值 ,所 以 
FERE PACE, AMENT 
EHI 有 限 域 中 元 素 的 个 数 9 Æ E kyi E p. 
ERA ISARRAF GR, AEIR 9 一 了 
MÆRE WATE Etek Egl 的 一 个 因子 .所 
AF HETEREN E s l=1 Aie F IAIA aya. 6, 
qt (包含 着 零 ) 福 足 方程 
æt— æ= 0, g—p». (3) 
HERR æa) (—a) -- G—apdE atc T, RR 
些 因 了 是 互 素 多 项 式 , 每 一 个 都 整除 e A eR Ea — 
& 一 梓 , 也 征 生 次 的 首 一 多 项 式 , 所 以 我 们 得 到 
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«*—z--(x—2a)(G-a)"(x—a). 00 
因此 下 是 ww 一 x F Z, ERIR AAGA AITE + 004 Hm 
F AAA EA, AER WEN BE E-E E M CES, 
GF AH. AREEN T 

定理 生 d dXGBge jte X 8 T0 R R., 

下 面 考虑 这 和 样 一 个 回 题 : 实际 上 存在 哪些 有 限 域 i 为 了 列 册 
一 个 在 限 域 , 我 们 自然 要 构 秆 多 项 式 rt—x (t£, EARN. R 
们 现在 证 明 , 所 要 求 的 根 越 愉 好 由 这 个 多 项 式 的 全 部 根 组 成. 

SE ”多项式 #8 一 w A EHAN PAATE by A 
HF, 
IBBCUETEGEUEBS. Xn ee 有 一 个 重 因 子 % 一 我 们 可 以 
cg x*—z-— ea ga. HE£ETmJEX a G 3.1 488 7 ), 
我 们 将 有 

{x — 0 一 292 一 1 一 一 二 
[ (z—2)?g (2) 1 = (z—:0 [2g GC) + (z—3) g' (291, 
BE r-u 4E— 1 的 因子 , 得 出 矛盾， 这 就 证 明了 3 引 理 . 

另 一 方面 ,2 一 区 的 根 wo …， ar 中 任意 两 个 根 之 和 是 一 个 根 ， 
RERA, TIED p ARERR A atb seto BRE Ene 
at" =a FA b =b, 那么 l 

(acb)"—aP"-b"—acb. -— 
PS HLZUBA ab 也 是 一 个 根 , X (ab) — a b*" ab. mA 
个 根 之 商 ， 类 似 的 结果 成 立 ， 所 以 wx! 一 5 的 所 有 9 个 根 组 成 的 集 
合 是 根 域 久 的 一 个 子 域 ; 因为 这 个 子 域 包含 所 有 的 根 , 所 以 它 实际 
上 一 定 是 整个 根 域 语 ， 这 就 意味 着 ， 我 们 已 经 构造 出 含有 个 元 
RER. AES | 

定理 5 Agfa pododt E OE GG n, A —445g9-—g 
个 元 素 的 有 限 域 : x'!—r-—0 5 Z, LAA, 
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根据 定理 4 和 定理 5， 存 在 一 个 且 本 质 上 只 存在 一 个 含有 p 

个 元 素 的 域 ， 这 个 域 有 时 称 为 铝 罗 瓦 域 GFO). ZARA 
群 的 结构 可 以 完整 地 描述 如 下 . 

定理 6 在 任意 有 限 域 下 中 ， 所 有 非 堆 元素 组 成 的 来 法 群 是 
f xp. 

证 明 五 中 每 个 非 零 元 素 是 9 一 1 次 单位 根 ， 即 它 满足 方程 
xz 一 IT， 这 里 & 是 丸 中 元 素 的 个 数 . 为 了 证 明 这 个 群 基 循环 群 ， 
我 们 必须 求 出 扬中 9 一 1 次 本 原单 位 根 ， 它 的 低 于 g 一 1 次 的 窜 痢 
不 等 于 了 那么 本 原单 位 根 的 所 有 次 寡 跑 计 整 个 群 ， 为 此 , 把 9 一 1 
写成 不 同 素数 宕 的 乘积 

q—l-—gprpi:-p (eLp e pa rtp, ). 
对 每 个 P=p;, 有 Pj(g 一 1), 所 以 x?'==1 的 全 部 根 都 是 2171 —1 的 
根 ， 国 此 它们 都 在 了 中， 这 个 方程 x”* 二 1 的 所 有 P 个 不 同 的 根 
中 , 惟有 PU 个 禄 满足 方程 各 全 一 1 所 以 盏 至 少 包 售 x?' 二 1 的 
一 个 根 c=6;， 它 不 满足 =l, PERKA TE eu EFRR 
BERRIA pi. ER c1c2-…c; 是 & 一 1 阶 元 内 (参看 下 面 的 习 
Ji 8), 这 正 是 所 要 求 的 . 

EHT 3 A Me dE 26 pA RRA — S A E H8 aa? 

证 明 ”从 特征 为 的 域 的 一 般 讨 论 中 我 们 知道 , XE a I a? 
把 玉 同 构 地 映射 到 它 元 素 的 p 次 宣 组 成 的 集合 (3 13. 7 定理 13). 
因为 这 个 对 应 是 一 一 的 , 所 以 了 个 元 素 a 恰好 给 出 g& p ORB 
么 它们 一 定 包含 整个 域 FF， 因此 4 一 >9? 把 映射 到 整个 上 . 

推论 ”在 特征 为 的 有 限 域 中 , 每 个 元 素 有 加 次 根 ， 

有 限 域 的 另外 一 些 性 质 将 在 习题 中 叙述 . 


iJ Es 
1. 证明: 对 每 个 正 整数 n 都 庆 在 一 个 Z 上 TH PEIXEIBIN, 
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2. WW: 8 Z PETAR E Z 的 单 扩张 ， 

3. 证明 ;有限 域 的 每 个 地 限 扩 张 着 划 扩张， 

4. (0 用 次 数 证 明 : GF» 的 作 意 子 域 有 PTER, 这 里 mm. 

(O IEM: 如 时 mis 那么 (p? — D | C2*— 2). 
(c) MET: mE mim 那么 GF (p) 有 一 个 含有 p^ XE 
FH, 

5. EW: p 和 阶 徊 罗 巨 域 的 所 有 于 域 组 成 的 格 与 4 的 所 有 正 国 子 组 成 
前 格 同 构 . 

6， 证 明 : XE GP (pH B IRL] ae 一 >az 的 阶 为 二 

7. 证明， 如 只 下 与 五 的 特征 9 互 素 ， 那 么 在 机 上 在 在 一 个 各 次 本 原音 
fr, Gu. 应 用 证 明定 理 6 时 用 过 的 方法 ， 这 个 方法 可 以 应 用 到 特征 为 
eod" Ub) 

8， 证 明 ， 在 阿 贝 耳 群 中 , 每 个 元 素 ce IO D REIS TEL REEL p.n, 这 些 元 
BORE eu csse 的 阶 恰好 是 pute pit. GERI BIB EAR RRA E 
BEER h MEA d, 它 不 能 整除 字 . ) 

9. (a) 时 基本 原理 证 明 : 楼 p 的 非 学 整数 (在 Z 中 ) EURO EETE AE 
HRE. 

(b) 设 上 是 有 再 数 域 Q 上 Pp 次 本 原音 位 根 , 利用 (a) REN: QUOD 
在 Q 于 的 个 罗 瓦 群 是 p—1ITORGRTE. 

10. (0) 证 明 : 在 阶 数 基 94=a" 的 任意 有 限 域 中 , 由 完全 平方 纽 成 的 集 

合 人 的 基数 至 少 是 2 
(bl 验证 : 对 任意 as, 集合 S1 Ca— S) RI Re tx RR 
(c) 推出 每 个 元 素 是 两 企 平 方 之 和 ， 


$15.4 W F E # 
REDIT LARR RIR JLA RE ERR MEETA RA 
系统 的 对 称 . 例如, 复数 域 C 相对 于 实数 域 而 言 有 两 种 对 称 : 一 
个 是 恒 等 ， 另 一 个 是 同 构 0 二 bi 一 >9 一 8i， 这 个 同 构 把 每 个 数 映 
儒 到 它 的 复 共 因 ®， 这 种 一 个 域 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 . 一 般 
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H. WE PRAHT ERAKI RRG HIRA, 即 
X KHAA a3 5,78 
(ad 5)T—ar--bT, (abr —(anT)(bT). (5) 
VÀ ^- B BEH S 0 T Bru 38 ERST 也是 一 个 自 同 构 ， 并 上 乒 自 园 构 
的 道 仍然 是 白 同 构 。 因 此 | 
定理 8 域 四 的 所 有 自 同 板 组 成 的 集合 在 来 积 之 下 构成 一 个 
Tf. 
UK FB) AEA A T, 它 对 下 中 每 个 元 
3o. 有 aT 一 9， 也 就 是 说 这 些 自 同 构 保 持 五 中 任何 元 素 都 不 变 . 
在 下 的 整个 自 同 构 群 中 , 它们 构成 一 个 子 群 , RKE F EH A 
HRE. dim C 在 RR. 上 的 自 同 构 群 由 两 个 自 同 构 at+bie 一 ra 十 b# 
和 ad bi«-—-a—bi 组 成 . 
EX AKAFA F tiA dR FaR TEN 
五 的 那些 自 同 鬼 组 成 的 群 ， 
车 重要 的 竺 例 是 代数 数 域 在 有 理 数 域 QQ 上 的 自 同 构 群 , 但 是 
在 我 们 考 虚 县 体例 子 之 前 ， 尘 让 我 们 确定 代数 数 在 自 间 构 之 下 可 
HER S. 
定理 9 3G FOCAL SK dx B BASTdeK u^ 
t£ 3h DE] uk rati EuT. 
AX^PREDEHISDES, u 和 它 的 象 ur MAE F EA ARTER 
程 ， 为 证明 这 一 点 , 设 给 定 的 元 姻 # 在 上 是 代数 的 , 它 注 足 一 个 
系数 在 五 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 方 程 pC2) 一 2* 十 bs。_1x* 714 
bost. 根据 公 趟 (5)， 自 同 构 卫 保持 所 有 有 理 英 系 ， 并 保持 每 个 
5, 固定, 因此 由 pCu) =0 得 到 
(u^ Fb, iu^ 71e H bo YT 
—(uT)* b, 4 CuT)" It Eb (T) 3 by 0. 
这 个 方程 表明 ,as 也 是 Ho) 的 根 , AE uT d uidet, 
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例 1 JXuchmüu EnENWO.K-QG/I.i E 
M3 和 i 二 MVM/ 一 I 生成 的 . EE Xp idi F—QGO. EMT 
张 ， 它 是 由 x? 二 2 的 两 个 共 思 根 士 中 的 任意 一 个 生成 的 . 
根据 8 14. 3 定理 6, FEK M PARES ,把 V3 映射 到 一 V3， 并 
保持 Q(i) 中 元 素 固 定 。 也 就 是 说 , KRV 281—472 t4 E 
没有 什么 差别 ，S 作用 到 页 的 任意 元 素 妈 上 , 是 

(a b. 2L oto TiS =a—by/ Z +ei—dy/ 2i, (6) 
这 里 我 们 通过 基底 l, VZ, i, / 2i E K I TOES 出 来 (参看 
§ 14. 5)， 通 过 次 位 的 论证 ,， 存在 一 个 自 同 构 人 了 ， 它 保持 Q(w 了) 
的 元 素 固 定 , 并 把 i 映射 到 一 i.。 那么 有 

(a+b Z -Hoitd S 4yP —a--b4/ 2 .—ci—d4/ 2 i, (7) 
BEA T HR Rd dp A S Don dr dedu. RR ST 是 下 的 第 三 个 
自 同 构 ， 这 些 自 同 构 作用 到 /也 和 i 上 的 效果 可 以 列 小 如 下 : 


g- pret T. 人 

ii, i>i — 

ST. Minen f. 人 
ii> —i, if, 


我 们 断言 , 7, S, TA ST EKE Q EAR ARA EH. 根据 
定理 9, EEH ILES Bra] QU EEV 2 kH Z, 38 
i RRRS =i 丛 好 有 四 种 可 能 性 , 就 是 上 面 表 中 列 出 的 了 
S, 了 和 TPT， 因此 作用 名 生成 元 V2 和 上 的 效果 一 定 同 这 四 
种 目 同 构 之 一 是 一 致 的 ， 国 不 它 作 用 到 整个 域 上 的 效 当 也 是 一 臻 
By. FÆU=I w S, T, ST. 

giis 下 AZ E 
的 表 求 出 . 

S?— F,T".I,ST—TS. (8) 
(D migla «B — KE. UT T9] VALE IURE rt 22-9 的 根 城 . | 
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Xx 56 AE PUE E S 6. 70, 于 是 我 们 得 出 结论 : QZ, 
iiS A EIRE SIERE, S, T, ST} 同 构 . | 

EM 4 NaF, e udt vU XxXfG)-GO-—dupeo-— 
wu.) 85 AR 3, 那么 困 在 局 上 的 自 同 槐 群 称 为 方程 fw) -0 FA 
群 ,或 者 称 为 域 久 站 下 上 的 佑 罗 瓦 群 . 

为 了 明显 地 描述 特 萄 人 煌 罗 巨 群 和 的 自 同 构 了， 我 们 进行 如 下 讨 
ie. RENESSE F Lue, MA TE (9) 的 根 上 映射 到 (x) 
的 根 (定理 39)， 并 把 不 同 的 根 跨 射 到 不 同 的 委 。 因 此 下 的 作用 相 
当 于 对 FGO BUR TS ISIBUAR us, nus 作 一 个 置换 o, 所 以 . 

ui T i Up D—uuu ben. (9) 
男 一 方面 , ditor BE Pr 70 38 t6 HT EL ZR UA, w — An, n, 91), 
其 系数 在 号 中， Eo T HRE ARAE, PEAR T AIt) 
得 到 | | 
[A5, e 2:5) VP — An T, oo HD) 
= hA, Ut). 
这 个 公式 表明 , TERA o HORRE T JESUS E A AR 
和 确定, 或 者 说 ， 了 由 置换 (939) 唯一 确定 .因为 两 个 置换 的 乘积 是 通 
过 相继 作用 相应 的 自 同 板 而 得 到 , Hr AR TEE 20 C90 E HR E 9 — 
全 和 群 , 与 自 同 构 群 同 构 ， 置 换 (9) 只 包含 这 样 一 些 置换 : 它 保持 全 
体 根 之 间 的 所 有 多 项 式 重 等 式 不 变 , 所 以 它 对 应 于 自 同 构 .如 此 建 
立 的 结果 可 以 概述 如 下 : 

THI i f(x) 是 再 上 任意 和 次 多 项 式 ， 它 在 报 癫 如 一 
Fu, uu) PRA k ARE 5 3E nj, n nu, E ZA f(x) 98d F AER 
G 95 AM B IS AST d k- EPA fO 6 A BE EE 
u;—c»uT, 49 BOT dikkWÉdhS4xm. 

淮 论 1 任意 多 项 式 的 徊 罗 瓦 群 与 它 的 根 的 置换 群 同 构 . 

推论 2 nik Sou A 4. Y Rt TE n. 
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例 2 根据 爱 森 斯 坦 定 理 , 方程 x+ 一 3=0 在 域 信 上 是 不 可 约 
的 , 并 有 四 个 根 n, ir, —r, Cir, 这 里 i 二 VM 一 1,7 一 人 3 是 3 的 正 
AMRA., g N—Q(ridir —r, iTOHDDAGXEÉEJAEÉHI T, 卫生 成 
B3, BB N - Q(r, i). AA r EREE, i 是 复数 ,因此 1 在 
Sc QOO) EAE LXI MART RR NEQEHRE ES 3 
$E § 14. 5 定理 9, xx HP A 8 AEE 1, r, 077, 07, S, ir, ir? ir? 构 
ELRJ—iBd&NE. BAN ARA IOS I DASEZRIM OX 63e SOS 2x HE 
组 合 ， 其 系数 为 有 理 数 ， 扬 以 自 网 构 全 的 作用 只 要 知道 了 ? 工 和 
iT, ABE ESE4RWEXET. 

可 蕊 很 容易 地 构造 出 六 的 几 个 自 同 构 。 因 为 NW XE 实 域 QOO 
上 的 二 次 扩张 ， 所 碾 它 有 一 个 把 入 中 每 个 数 了 映射 到 它 的 复兴 思 的 
ARH, 因此 rP— 0, i T= ph N 是 子 域 Qt 的 四 次 
扩张 , 它 出 元素 了 7 生成. dB 8 14.3 定理 6， 入 有 一 个 自 同 构 态 ， 
ip r ERA RIRH ir, BIOL nS—ir,1S-—i4. BEL SL? 是 一 
TARE "ENS E rgt ir, 4?-—id, WW nS8?- —ir, 45?—3, 把 号 各 
了 进一步 组 合 ， 我 们 得 到 六 的 八 个 自 同 构 ， 它 们 作用 到 些 成 元 7 
和 ji 上 的 效果 如 下 : 


把 7 映射 到 
把 i 映射 到 


我 们 还 可 以 计算 TS3= ST, S= PT, RAA 自 同 构 构 成 一 
个 群 , 它 与 正方 形 对 称 群 ( § 6. 4) 同 构 。 这 些 自 向 构 组 成 整个 佑 时 
巨 群 ， 这 因为 任意 自 同 构 一 定 把 i 映射 到 它 的 共 锯 土 1 中 的 一 个 ， 
F r RAAR 士 这 。 上 面 这 个 表 包 括 这 些 作 用 的 所 用 
种 可 能 的 组 合 ， 

群 论 的 许多 概念 可 以 应 用 到 这 料 的 匣 罗 互 群 G 上， 例如 ，G 
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WAAS HE RE E H =U, S, S7, S* TA di S? 生成 的 较 小 的 
THRLCDILSU. TEH EAA ARR i 不 变 ， 因 而 保持 子 
A Qt 让) 中 每 个 元 由 不 变 ， 较 小 的 子 辞 工 四 这样 的 自 同 和 构 组 成 ， 
这 些 自 同 构 保持 较 大 的 子 域 QC G, 7?) 中 每 个 元 素 不 变 ， 在 这 种 意 
文 下, 下降 的 子 群 序列 全 DD 吾 坟 LDT 对 应 着 上 升 的 子 域 序列 QC 
QTQ, S IDT r FE, 3X — ESTER HE 3E FEIER GR 
解 已 知 方程 的 方法 , CEBER MREMA MERÓS—-—1, y 
二 3, 二 3 的 根来 实现 的 . 这 个 倪 子 说 明了 贫 罗 瓦 群 的 子 群 对 
于 求 方程 的 根 式 解 所 和 起 的 作用 ， | 

E REHEMP EHS. PRR G METARA s: 
ERRi AmE QCOtART OAM SB AR ET 
JEXS. 这 就 意味 着 , U 诱导 出 QOO) BB US ABE Ut 是 
对 已 (人 ) 中 的 元 峙 如 通过 SES wU* —wU 来 定名 的 ,对 应 UF 
U*Jdi-mIzs. EIEN 86 Bp A BDESU HLERESUSEG hita QC) 
的 自 同 构 组 成 的 群 G* 上 . 但 是 G* 只 有 两 个 元 素 : 便 等 映射 天 
和 对 换 守 和 一 ; 的 自 同 构 ， 进 一 步 ,UU* 一 JT* 当 且 仅 当 志保 持 QCO 
前 每 个 元 素 不 变 , 也 就 是 当 旦 如 当世 在 子 群 吾 一 [有 ,32 S*] rh, 
BIHE U —U* 4 G iik Isl ds. 它 的 核 是 H, UR IETEG* Some G/H 
iuf. 


习 题 
1. XP QCG, 站 的 所 有 子 城 组 成 的 系统 夯 一 个 格 图 . 
2. 通过 证 明 z*—3 祝 有 系数 在 OQ 中 的 线性 因子 和 二 深 央 子 来 证 明 : 
z1—31£ Q EET WT HEBR. 
3. 18 z'—3 ff) m ^ CERET BLISTE SE or CL EPIAR (8) p T, 
4. (a) HEH]; z*—3 fr QD E Rm nr AR, 
(bo Hit gta i QCOD EP fn EP ERE, 

5、 用 基本 原理 证 明 ， sta HOW. rir, irl——ir, —ire-r, 
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— rr, 不 可 能 对 应 于 一 个 自 局 构 . 

6. V F—Q(o) 是 自演 次 复 音 位 根 四 生成 的 域 ， 讨 论 a -a4k0F ET 
fni xD, 包括 ， 确 定 这 个 根 战 的 次 数 , MAE HP OE BB UD T, 把 
每 个 自 同 构 志 示 成 置换 . 

7， 搂 照 习 题 5 的 内 容 讨论 z-74 Q0 kn P RE. RECS 


本 原单 位 根 . 
8， 证 明 : ELE On CP TCR RE UR ER 
9. EH: 如 果 RnR MAO Pod PGCRERERLUUR- 


ERO GET: 和 性 意 自 同 构 有 这 样 的 形式 Ce» C) 
10. (a) 证 明 : 如 果 玉 是 日 的 扩张 ,那么 EK 的 每 个 自 同 构 保持 Q 的 每 


TERTE, 
(b) EEA ATRE p RA RM EA, 


$15.5 可 分 多项式 与 不 可 分 多项式 

由 于 存在 所 谓 的 不 可 分 不 可 约 多 项 式 或 不 可 分 元 素 一 一 即 这 
些 元 素 是 次 代数 的 ;但 它 的 共 生 元素 的 个 数 小 于 % 一 一 合 罗 无 
群 的 一 般 讨论 就 变 得 复杂 了 ,对 某 些 特 征 为 了 的 域 , -这 种 复杂 化 
就 出 现 了 , 这 可 以 用 简单 的 例子 加 以 说 明 ， 

设 下 =Z,(w) 表 示 模 整数 的 域 Z, 的 单 超越 扩张 ， 并 设 卫 天 
AB w= 生成 的 及 的 子 域 Z), TE F Eh Z EBRR 
素 记 的 所 有 有 理 形 式 组 成 .原来 的 元 素 汉 满足 环 上 的 一 个 多 项 式 
方程 f(x) 2a^—t— 0， 这 个 多 项 式 (4) 在 了 一 Z,(1) 上 实际 上 是 
不 可 约 的 , 这 是 因为 如 果 了 在 Zr( 弛 上 可 约 , Ati EE ERCS3. 9), 
在 上 的 多 项 式 整 环 Zi 上 ,了 是 可 约 的 , 但 是 ， 由 于 feet 
对 于 所 来 说 是 线性 的 ， 所 以 这 样 的 因 式 分 解 f(x) 9g. AG, tY 
是 不 可 能 的 .因此 FOAR u EF biki p BEEK 
上 有 因 式 分 解 

f(a)-z,?—uF-(zr—u)?. (10) 
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Bist HUS AR vy HE e (BRECHA )p— D BR T 4 E 
SARREREK. | 

RITTAA FERRE EGRE f C. 

EM 域 下 上 的 一 个 加 次 多 项 式 fr) ATA RNA 
NDF PAn ARAH, 那么 称 它 在 域 丙 上 是 可 分 的 ; 和 否则， 称 
f(x) AR AD. AARE 瑟 汪 下 中 每 个 元 素 在 下 上 都 满足 
一 个 可 分 多项式 方程 , 那么 称 吾 在 机 上 是 可 分 的 . 

容易 检验 给 定 的 多 项 式 fir) =t ae e xm ERI 
分 的 ， 这 也 度 是 , 首先 根据 公式 (参看 有 3,1 HH 7) 

f(iz)-—axa)ri-donxa)r (11) 
来 定义 了 (Cw) 的 形式 导数 天 (z), XA HE nx au 表示 Ga 的 下 次 自然 倍 
数 { 见 513.7)， 如 果 这 些 系 数 都 在 实数 域 中 ， 那 么 这 种 导数 与 微 
右 [ 分 学 中 建立 的 普通 导数 是 一 致 的 .从 形式 导数 的 定 忱 (11) 出 
发 ,不 用 任何 极限 概念 , 我 们 可 以 推导 出 很 多 微分 法 由 , 例如 

Gtp =f + (fgY—fat' fg, Cfr) —mf" V, 
现在 在 任意 根 域 人 入 上 把 f(x) 分 解 成 不 同 线 性 因子 的 客 

f(z) = cfa —u )*(—2u)»* (cx:0). (12) 
把 412) 的 两 边 形 式 地 微分 , 我 们 看 到 ，f 了 (zw) 是 ce1(z 一 1) 1 — 
ttg)" (a —u,)* E; E— 1 3 I CR S (x — 0: 作为 因子 的 和 . 因 
此 当 ewi ft, su aR PO), i24 ei 1 Bj su 就 不 能 整 
BR Pa). 对 ernn e 3] MD DXBIBIS. 我 们 得 到 fO)2 FORA 
因子 , 除非 €1—6:—-—6,—1, 即 除 非 Fiet aari 因此 fO) 
任 交 上 是 可 分 的 当 且 仅 当 fix) flies s fo) 是 互 素 的 ， 

了 #2) 和 了 (zf) 的 最 大 公 因 式 可 象 第 三 登 中 那样 用 F[xj] 中 的 欧 
儿 里 得 算法 直接 计算 出 来 ; 当 五 扩张 到 较 大 的 域 上 ; 它们 的 最 大 公 
因 式 并 不 改变 ， 于 是 我 们 得 到 

553+» 


定理 11 设 提 zy 是 十 已 上 任意 多 项 式 , 用 欧 几 里 得 算法 计算 
fQG)fe'E 3X X RSNA NA d) (EAR), 如 
果 od(x)—1, 884 fE 69: 否则 FORTA, 

如 果 Fi 5b "p£g9 5, MARES 整除 glx)， 总 有 
g. c. d. (Fa 9(22) —1, .并且 F(x) 不 能 整除 任 党 较 低 次 的 非 零 
Su. DES 

推论 上 任意 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 ， 除 非 它 的 形式 导数 是 
T, 

推论 2 IEA Berk XCECT 9) $4 AX ET, 

这 是 因为 , 当 7-0, a, 550 B], f'(r)— nx aal --- 4-0, 

进一步 推论 是 : 如 果 吾 的 特征 是 ee， 那么 任意 中 次 不 可 约 多 
Ji ade E f(z) By n ARRARIR, Tu EL. 在 特征 为 
cof hl. E AERAR AA I — 11 6] £3 A rr 4. Se np 5 8577 £2. 
PARTITA 9 Bici FEE FCRI SEE, 在 王 述 意 闵 之 下 是 可 分 扩张 . 

推论 2 的 结果 对 于 下 特征 的 域 是 不 成 立 的 ， 例 如 ， 在 本 节 开 
始 所 所 到 的 不 可 约 多 项 式 f(x) —a? CA EA SER pxat-0, 


>] 是 
l. 不 用 定理 11 证 角 : Q 上 二 次 不 可 的 凶 项 式 的 根 是 书 同 的 . 
Z. x für) BERND. qu d(ao Ee f GO PO GO gm Sx BD. 


MESI: LES f) 其 有 相同 根 的 多 项 式 , 但 它 没 有 重 根 ， 


3. (a) WEH: mÈ F e=, RA fGOTELERRER E LAE IZ HS. 
"(DO 证明: 如 果 在 Za bf —0. 那么 对 共 个 ytz), 有 
fir) —igiz)]1*. 

4. WEB]; 要 一 22 JE Zau) EXT 2385, UEH: "Chus iEn fus ERE 
jk: — o HEC EBL IC, 

5， 用 定理 11 证 明 : 5 g= p’ 时 ,zz 一 和 在 了 上 是 可 分 的 . 

6. (a) 证 明 ; Xn f Cee ERIA p HIF LB; Ef I= 
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PERR MA FOOD WEUGINJÉSS acra? d- n rayas. 
(b) WERE: dpt BÉ EAEI, 3524 X6 8g. 有 
fO) — [g i]. 
(c) 用 (b) 证明 : AMR EPRAERTORERFEISEGUIDiEÉUI YR. 


$19.6 WF LEEA 


AASTRA RRS ETARE RE, MERT 
JEU TTE SR EM. 

定理 12 域 下 上 可 分 多 项 式 的 各 罗 瓦 群 的 阶 和 恰好 等 于 它 的 
38. HR Bro SEIN LET, 

在 815.4 的 第 2 个 例子 中 我 们 已 经 看 到, 多 项 式 x 一 3 一 0 的 
TO e xA. 

定理 l 在 可 分 多 项 式 的 根 域 NOF 中, AN (EF Ee) 
壤 罗 瓦 群 的 每 个 自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 恰 恰 就 是 醒 的 元 素 . 

ATEEN- SkF mnr RREME, AAEE 
言 ; 对 态 中 经 个 不 在 了 中 的 元 业 o, 在 日 中 有 一 个 自 同 构 了 ， 使 得 
aT +g, 

WIER EM 12, 28:5 $ 15.2 的 3| 理 2， 它 与 域 之 同 同 构 的 可 
FIRER. EA, 在 这 个 引 理 中 (不 象 815, 5 ha, Fot 
不 表示 所 四 的 导数 . 

引 1 理 4 8 15.2 2] 3€ 2 中 的 多 项 式 SNTI, RAE 
可 以 按照 和 0 二 [六 :了 种 不 同 的 方法 扩张 到 AN， 

这 个 结果 可 以 通过 对 部 用 数学 归纳 法 来 证 明 . d Fb F H 
C, Ans] Ey 5 By FERE v ST, 按照 (2) 式 把 根 扣 映射 到 pC2) 的 基 个 
根 ， 因 此 沪 的 每 种 可 能 的 扩张 可 以 通过 上 述 一 种 构造 而 得 到 . 因 
3) JG) ETRA MAEM d k AF pO. T dina 
u, w pd PERR 好 给 出 (2) 中 St gU d EERE. ABAR 
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设 , 每 个 这 样 的 5S* TARRE CN Fu) 种 不 同 的 方法 扩张 到 


N, 所 以 总 共有 d( I7) m 种 扩张 ,如 断言 所 述 . 


Tu 大 go) 王子 (zy 是 到 了 哆 可 分 的 ， 在 815.2 引 理 2 中 我 们 仿 
N=N' 上 述 引 理 断 言 ,了 Mit A R I ATARE m HRA 
AJ kP CGERUNR--—4^ BRA Bigkrienp]jpENGF LB 
罗 瓦 群 , 这 就 证 明了 定理 12. 

最 后 , 为 了 证 明定 理 13, GEHA STAD RANER I 
.EBsinE EE, PK GENCRBDBIEG 的 每 个 自 同 构 之 下 不 变 的 元 
素 组 成 的 集合 ， 容 易 证 明 下 是 一 个 域 ， 并 且 下 二 F， 因 此 中 每 
个 自 同 构 是 下 的 恒 竺 自 同 构 了 到 入 上 的 一 个 扩张 ， 因 为 六 是 上 
的 报 域 , 所 以 根据 上 述 引 理 , 只 存在 LN LK] 个 这 样 的 扩张 , 而 根据 
412, BJCREN:FIA B XS. BELN:K]-DN:F]. BD 
KDF, BILE BUEIH K — F, 证 明了 定理 13, 

上 上 述 关 于 扩张 的 引 理 还 有 另 一 个 推论 ， 即 根 域 在 下 述 意义 下 
总 是 "正规 的 ?， 

ES 域 下 的 有限 扩 张 全 其 为 在 下 上 是 正规 的 ， 是 指 如 果 下 
上 每 个 不 可 约 多 项 式 p(x) 在 困 中 有 一 个 根 , 则 它 的 所 有 根 都 在 订 
*. 

换 句 话说 , 每 个 在 太 圭 不 可 约 在 台中 有 一 个 根 的 多 项 式 p(w) 
在 和 W 土 可 以 分 解 成 线性 因子 . 

定理 14 FLAG GKEAPIGINGSLRCGSUERP 
EDSR HR, 

证 明 如 果 六 在 马上 是 正规 的 ， 那 么 在 丈 中 选取 任意 一 个 不 
TEF RATE 并 求 出 所 满足 的 不 可 约 方程 p(x) - 0， 根 据 正 
MEREL N 包 含 p(z) 的 所 有 根 , 因此 下 包含 p(x) 的 根 域 下 .如 
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洒 访 中 有 不 属于 型 的 元 素 ， 共 中 一 个 元 业 2? 满足 不 可 约 方程 qo) 
—0, FEM Br ECK pobi h, FR, BANER 
数 是 有 限 的 , 所 以 这 样 逐 次 得 到 的 根 域 中 一 定 有 一 个 是 整个 域 六 . 

皮 过 来 ， 任 意 扰 轨 的 梳 域 下 是 正规 的 ， 假定 有 某 个 多 项 式 
Bf2)》 征 罗 上 上 是 不 可 药 的 ， 它 育 一 个 但 不 是 全 部 很 在 帮 中 ， 设 色 是 
pGDMÜBTITN:pEHR. JEREUS — TRE N rh EHI. w VR IRL E, 
满足 wT—w T EAI Few) 8 FQos0m8 qmd. RNE 
FODE Fw EB fis; 另 一 方面 , N' N Qo) d. Fz) 的 根 添 加 
到 FO Em. BISEX JOE Fw ERRE. MRR 
$15.2 引 理 2, PEZ T HUELE"SEOR N A N" 的 同 构 。 因为 中 保持 
法 域 下 的 元 素 不 变 ， 所 以 这 两 个 同 构 的 域 亦 和 交 4E F b fk 
一 定 相同 .但 是 我 们 已 经 假定 了 N'—N(O)EN«B RUE, 所 以 
N' 在 了 上 的 次 数 大 于 态 在 上 的 次 数 ， 由 此 芭 盾 帮 得 定理 ， 

如 果 把 这 个 定理 证 明 的 前 一 学 应 用 到 可 分 扩张 上 《这 个 扩张 
中 每 个 元 素 都 满足 一 个 可 分 方程 ),， 那么 所 有 用 到 的 多 项 式 人 2 
和 9(o) 都 是 可 分 的 、 这 就 证 明了 

推论 吾 的 每 个 有 限 正 规 可 分 扩张 是 一 个 可 分 多 项 式 的 根 
域 ， 

特别 是 , 有 理 数 域 Q 的 每 个 有 限 正规 扩张 玉 自 然 就 是 可 分 的 
《定理 11 的 推论 2 ), 因此 它 是 某 个 可 分 多 项 式 的 和 根 域 .因此 羡 在 
Q HH RKRN AREENA Q 上 的 次 数 [N:Q]. 

元 罗 丈 群 可 以 用 来 研究 对 称 多 项 式 的 性 质 ， 基 于 对 称 多 项 式 
已 在 §6.10 中 给 出 定义 . 

定理 15 dà N-F(m,—Gn)AR 3 nokc EE ERA Fo) 的 全 
SR m AE ui. n, na CE ELO E, H gOxsce.mo FERAE 
JG Eatu, Gg, EEA SARER, PANGA R wg, 
up Xx FX. 
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证 明 根据 定理 10, N Pp EEG BEES BT, uu 
作用 相当 于 对 fz) 的 根 所 做 的 置换 n; I MR T, GCE, ns EaD RIXT 
称 性 意味 着 , 对 于 未 定 元 的 任意 置换 , 它 都 不 变 ; 因此 

o IM» wT -—g(uT, ---,u,T)-g(u,, -,u,)-—w. 
Bl wfETERRBRBHRATIQIERILTPRGUDTOE, BLAdRUSGETS 13, wE 
.F m, 

推论 Ean TAZAS AAF E) TA Xon sn 

个 初等 对 称 函 数 
C$ Xd 十 人 
U 9 — Ptt Z5 d- -** A Y ag, (13) 
PLE EF 

App EE GR REDUCE res), 

为 简化 会 式 , 我 们 只 写 唱 #8 二 3 情形 的 证 明 . 素 上 的 初等 对 称 
— ERE n, o 和 as 生成 一 个 域 KE =F (a, ca os)。， 由 原来 三 个 未 
定 元 生成 的 域 N =F (zi, su 08) 是 天 的 有 限 扩张 , ERE, N 的 生 
JO 2, a s JE — IX ER, 

Fa) = Gr—a )(z— 24) (80—94) 
=g- aux d gar—«o3 
HR. SCURASUROESUE CIA EARRA. S DUERURUN (E 
K CAMEL G, REA 10, 每 个 自 同 构 诱导 出 一 个 2s …， 
Ta 的 置换 ， 因 此 根据 定理 15, zt …, x. 的 任意 对 称 多 项 式 在 共 域 
Kh, B K-—F(oi co oa), 所 以 由 此 得 出 , XCEEUDSIPR d XL. 
十 01, 02, Cs AJH BEER T. 


D $86.10 E FE 19, EIERE T —1- Se on se, 
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习 RA 
， 在 定理 15 'jETELEH]PH., ZEB. No— Amr mxs46KAK EMF E 
MAESA RENATE 
2. 1E siteiti ERRA AAMA A, GbR Eg S.10 
2E T fn 8.) 
3. (a) pj; 4edERE K fnrikR FQ [Ej KdEF LAm? ESAE nix 
fint, | 
(b) WH. Æa, KWDLEObsW SA. Glen 
T dU ES e deo 
200A. n EDAD 个 根 to n ms 它 的 判别 式 是 Do II(n e), 这 
"Bie quie asm Eea pA BEA. 
(a) EH: Ai GERE REGN AED ADS BS, 
(CO 对 于 二 光合 项 式 , fü D Bm sicui EGGS Xr uum. 
*(e) 对 兰 次 芝 项 这 做 同 梓 的 问题 
5. 证明: 如 果 五 在 巴 上 是 正 才 的 ， 并 日 FCLCE, HRAKTEL.IEGEGE 
规 的 . 


$15.7 子 群 与 子 域 


如 果 豆 是 域 入 的 任意 自 同 构 集 合 ， 那 么 久 中 所 有 在 吾 的 全 痢 
自 同 梅 之 下 保持 不 变 的 元 素 & GUB ARTT, 有 aT-—a) 构成 六 
的 一 个 子 域 ， 特别 是 ， 如 果 六 是 任 汶 多 项 式 在 任意 基 域 下 上 的 根 
域 , REL JEN dE P. E89 Un PP EREET, 则 上 述 结论 也 是 正 
确 的 ， 

定理 16 — 32 EGRDOGQN Spb ECHTE 0 Feb d8 8E, do K X FL 
在 吾 之 二 不 变 的 元 下 组 成 的 子 域 , MANEK LA 次数 [NW': 玉 ] 至 
SIHA, 

EBAO — AH EY AE n, MARAM, N 中 任意 3 十 1 个 元 

D GkAUEMLEEUST IRE CA rtinO Ht. CoA MEAE: MUSEE 


群 只 不 过 是 有 碌 自 同 构 群 , a de dz DE BH ai 8938 Xx. 
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Xen en ca 在 五 上 是 线性 相关 的 .从 豆 的 二 个 元 素 卫 出 发 我 
TIENE n 41 个 未 知 数 y. 的 和 个 齐 次 方程 的 方程 组 
nn Ce T) H ys(es P) t Yal En T=0. 
EE $2.3 定理 10， 这 样 的 方程 组 在 灰 中 总 有 一 组 不 同 季 n — s 
二 … 一 yu:1 一 0 的 解 ， 现 在 选取 最 小 的 整数 m, 使 得 2 个 方程 
eT) -Fg oT) e yn Ce T) -0, TEH (14) 

BARHAM. KHR gus ga JE HUN BC REAL MGR, 并 且 除 党 
数 因 子 外 , 它们 是 唯一 的 , 这 是 因为 如 果 有 两 组 不 成 比例 的 解 ， 那 
么 通过 适当 的 线性 组 全 将 得 到 含有 m —1 个 末 知 数 的 方程 组 的 
解 ， 不 类 一 般 性 , 我 们 也 可 以 假定 刀 =1. 

现在 把 吾 中 的 任意 自 同 构 六 作用 到 (14) 式 的 左边 ,因为 TS 
=T 跑 遍 五 的 所 有 元 素 , 所 以 得 到 方程 组 

(iS) (e) TF (58) CesP! ) Et (gy S (e T!) =0, T'CH. 
徐 了 方程 排列 的 次 序 外 , 它 与 (14) 是 一 样 的 。 因 此 yS, ns yu 
是 (14) 的 解 , 并 且 根 据 解 的 唯一 性 ， 这 组 解 就 是 1g1,…, tym, 其 中 
# 是 比例 因子 ， 然 而 , 因为 如 二 1, E BRE. 所 以 加 8=1， 于 是 
5 一 1. 我 们 得 出 结论 : 对 每 个 i=l, e, m, ME e SU y — 
yo EERE Ren 属于 吾 之 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 域 下 中 . 
方程 (14) 中 取 呈 二 TJ， 这 就 表明 元 素 61,…, em ERK ERE 线性 相 
关 的 .这 就 证 明了 定理 . 

根据 这 个 定理 ， 我 们 至少 可 以 对 可 分 多 项 式 建立 伽 罗 吾 群 的 
子 群 与 相应 根 域 的 子 域 之 问 的 对 应 ， 这 个 对 应 为 把 已 知 方程 的 根 
域 问 题 化 为 平行 的 (有 限 ) 盆 罗 巨 硫 的 子 群 问题 提供 了 一 个 系统 方 
法 ， 

定理 7( 价 罗 瓦 理论 基本 定理 ) 如 果 人 是 四 上 的 可 分 多 项 
A» f(a)95 AN pfe Y ILE, 那么 存在 好 的 子 EH RN EA F 
GTK? aan HK, SeX Kcu, SIspmeOHRREBSDH 
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— HK) dà Gb Fr EK enc E GHA; exXxH 
刀 . 给 定 ， 则 车 应 的 子 域 丽 二 下 (五 ) 且 由 加 中 前 有 在 子 群 互 的 每 个 
E Bp4g XR PRGRGTSGE CLE ROGA. 对 村 AAK, FFUK N 
AK kit FAR, Twit DRE po X GEDONIKO. 

证 明 FERA K, 这样 来 扫 述 HOOK 

T4XpHCEK)B SHROT- bOHKHAHEE b). (15) 
ABA S HMT HEARE MER ST BHT iA BE i 所 以 集 
THREAT. RNE FOEK EARR, N 在 直上 的 等 
个 目 间 构 一 定 是 加 在 了 上 保持 下 中 每 个 元 崇 不 变 的 自 同 构 ， 因 此 
CETHE H(K)F, MURRE HOKOXEONIEK Ef E 
群 ， 如果 把 定理 12 pz H-Tix^ ns AEE Meie HOR)8 EE 
BENEK EHRE. 

PEE Ha I) E KU K A xS R A TRENK 
JH (Ks), 29 T ur ix— A. 选择 任意 一 个 在 K, 中 不 在 K, 中 的 元 
xoa, JEXLNTE K, 上 的 群 BORED 应 用 定理 13, xXx mE nf ELSE zs. 
如 (五) 包含 菜 个 全 使 得 9 了 半 4， 因 为 4 是 在 下 ! 中 ， 所 以 这 个 自 
Hi T PER HEK, ) P, FÆ H(K1) 直 HCE;3). 

我 们 更 在 郑 道 ， 对 应 K —HGK)EON BS HUI SURG 133€ 
些 子 群 之 阅 的 双 射 ， 为 了 建立 所 有 子 域 和 所 有 子 群 之 间 的 双 射 ， 
我 们 必须 指出 每 个 子 杂 表 EDS HK), BUANT, K= 
天 ( 卫 ) 和 处 在 定理 17 中 那样 定义 ; 

b 在 KCH) 中 HERH bS =b HMHS). (16) 
RIEG AIN K]SA bEfeCIB) S(10)d6[ DH, OR EET 
K=KCH WTE HCK) 必然 包含 原来 给 则 的 群 H, MEREM 
12, HCEWP ELN: KI, BOSUN:K xh. Mi 意味 着 群 
H KJR DRL EE TREH 的 阶 。 因 此 HCE)—H, An AB: 
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N AF pA TIRER, A FARB 3 
包含 关系 来 说 , 它 是 一 个 格 . 如果 K 和 K 是 两 个 子 域 ， 它 们 的 
了 最 大 卡 春 (或 在 这 个 格 中 的 交 ) 是 交集 KNE, BERKA E, 
的 所 有 会 其 元 累 组 成 ， 衣 它们 的 景 小 上 内 (或 在 这 个 格 中 的 并 ) 是 
EQN ES "ERR K M K.n0948H ves Jed AE A 9 IN PR DAE 
如 , iA Ki =F) KS Fo) 都 是 单 扩张 ， 那 各 它们 的 并 就 
TERES Fl v). 

定理 18 mAT Kio Kao onim x Gi, GR EC EE 17 cp PUE 
8 £p KHK), SRECT wcó A Aa 4G G 6) DE gA 
B AI. 


y KOCK, 可 推出 H(KODH(K:), (17) 
II(K,N K,)— HOR DD UUICKs), (18) 
HKLM RK) HCE) M HK). (195 


HAE, 44) RE AE BOX 68 SERT EX XE TGELAX, UN, 

这 些 结果 月 明 , 3X ordo Bir RRMA, JELEE ESAE Bh SF 
TT. ERIE RATASE. OHofrjx Heb NOST EEZLPHST EXON 
射 称 为 对 人 龟 同 板 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 首先 注意 ， 对 应 于 球 五 的 群 的 定妆 
(1503 HI], 对 应 于 较 大 子 域 的 群 一定 使 更 多 的 元 素 保 持 不 变 , 因此 
这 个 种 就 较 小 ， 这 束 得 到 (17)。 交 和 并 纯粹 按照 包含 关系 来 定义 
CH, 8 11. 7), 因此 根据 对 供 原 理 , 使 包含 甘 系 站 倒 的 双 射 一 定 把 交 
与 并 对 换 , 这 毫 是 (18) 和 (19) 式 所 断言 的 ， 

我 们 省 咯 了 下 述 进 一 步 结 果 的 证 明 . 

定理 19 满足 NOKOFHBMBKXEEF pud i o5 Bono 
ER a E a H KORN (di € ROPA GE ORO GE, RRELA 
69, RARE 6 P Ette y AORERK hA OHEA, 

ixrEBH£uubliéicgs15.4mpkEA EET, BES59pEn 
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例子 是 这 个 定理 的 特殊 情形 . 


习 题 

1. (a) 证明: 邵 果 吾 是 域 访 的 任意 自 同 物 集 合 ， 那 冬训 中 所 有 在 吾 的 

APAR PR PETOE 9 2CXERADRN 1 -AF K, 
(b) WEH: .N fexk d TERR EXOEXU. 

.对 上 的 域 日 (W232, 们 ,完整 地 列 出 它 的 子 域 与 子 群 的 对 应 , 
- 对 815.4 中 所 讨论 的 21 一 3 的 程 域 , e E 21 2 相同 的 问题 
证明 ;， 厂 (R) 在 仿 中 前 指数 策 二 下 在 上 的 深 数 ， 
， 证明: 如 果 访 是 也 二 可 分 季 珊 式 fw) 的 根 城 , 352 ND IB 
m4 iE Bis. 

6. WEH: AN AFANA IBI K HRR. 

7. 证 明 : iE K Aep FgÉCHBARTZ SK. MAEAEA P 
间 域 个 数 是 有 限 的 . . 

*8， 和 证 明定 理 19. 

“9， 在 定理 17 意 交 下 的 两 个 子 域 K AE, WETEN EF Lht 
A mH THE K, 映射 到 五 :, 则 称 下 ,和 KE Epi, ZEB. K.nE.AEGSU 
(fgg Bp es TGHOKOT —HCK,) LRE, HERA HEDA HK) 是 
G AHT). 
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815.8. 三 次 不 可 约 方程 


从 罗 无 理论 可 以 用 来 证 明 ， 关 于 用 根 式 解 方程 的 各 种 经 典 问 
题 的 不 可 解 往 .作为 这 个 方法 的 简单 例子 ， 我 们 米 邯 虚 有 名 的 其 
有 实 根 的 三 次 不 可 约 方程 

一 个 三 次 方程 可 以 取 为 如 下 形式 ( 见 § 5. 5(17) 式 ) 

FD =y? py +g = (y—90Q —9€( ya), (20) 
BESA RRA pg HEZTERA yo 9, 48， 系数 
了 和 9 可 以 表示 成 这 些 根 的 对 称 隧 数 ; Ae aOR, 我 
A 108 48: 580] 
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0=# Hyt ys PEYE ANY gods = (21) 
引进 三 次 方程 的 判 草 式 是 很 重要 的 , "FCR TEE ARRAOEGE X: 
D=[ fy yH — yy gya) (22) 
任意 两 个 根 的 置换 不 改变 D, 所 以 五 是 yo yi fü ys 的 对 称 多 项 式 ， 
根据 定理 15, 可 推出 刀 可 表 永 成 赴 FSQ, HAE, FER 
系数 了 D 卫 和 8 生成 的 .这 个 表达 式 象 $5. 5(24) 中 的 一 样 , 是 
D-—4p-—214*, (23) 
这 个 等 式 是 yo yo y 的 多 项 式 恒 等 式 ， 并 可 用 方程 (21) 和 (22) 直 
接 验 证 . l | 
定理 20 具有 正 判 别 式 的 实 三 次 方程 有 三 个 实 根 ; 如 果 D= 
0, R| E : dp 98 A38 8 P 65: do X D0, UE S ARE ERE, 

只 要 考 赛 各 种 类 型 的 根 对 刀 的 公式 (22) 有 什么 影响 ， 就 可 以 
验证 我 们 的 定理 ， 如 果 所 有 的 根 都 是 实 的 ,DD 显然 是 正 的 ; 而 如 琳 
HAR, Wa p D-—0, dE JA $i —a-bi EET 
0), 35A 89 E JESE y; —a—bi 也 一 定 是 一 个 根 ( 8 5.4), ra — 
T TRAEESEAR,. 4E(22)9B, gi—gi— Car bi) — (a —bi) —2bi Je BL? 
$e, 而 | 

(y, 7 y (ya— ya) = (n CT 0 — iy —ys?* 
是 一 个 实数 ， 所 以 判别 式 也 就 是 货 的 .这 怡 好 给 出 定理 中 所 列 出 
药 几 种 可 能 情形 , | 

定理 21 X mox $83 00) A F- QEA T Ha, 
HAR gis Ya ys 和 判别 式 D, VE ZU 6538 X, FP On, ys ga) 是 FO D, 
in). 

证 明 根据 了 的 定义 (22), 3x E — E B D, AeA R 
FIERE yo ys 包含 在 域 K —FOV D, yiri, EIRE B, XXI — 
次 多 项 式 有 一 个 线性 因子 # 一 ,所 以 剩 下 来 的 二 次 因子 

(y —g2) (y — us) =y — Cra Ys) y+ oe (24) 
-564° 


它 的 系数 还 在 中。 把 如 代 人 (24) b, M=) K 
中 ， 所 以 


dee D 
. ga — is — ND 


ty Cy 49 . 
在 KK 中 . 但 是 (24) 的 条 Er yot ys 也 在 正中， 因为 gat fs 和 82 一 
ys 都 在 下 中 , BEA ya TH ys BEK P, 这 就 证 明了 定理 . 

现在 考虑 在 其 系数 域 上 是 不 可 约 的 三 次 多 项 式 ， 它 有 三 个 实 


HL $5.5 的 公式 (19) 给 出 这 些 要 是 ys D. 其 中 


2 一 一 和 y+ 所 = 一 + 一 二 

(这 里 我 们 用 了 了 DD 的 表达 式 (23). ) 因 为 这 些 根 是 实 的 , 所 以 万 是 正 
的 (定理 20), 因此 上 面 公式 中 的 平方 根 是 虚数 ， 于 是 ， 这 个 公式 
是 通过 复数 给 出 实 根 n 

多 少年 米 , 这 被 认为 是 这 组 公式 的 一 个 严重 例 点 , 并 有 很 多 数 
学 家 尽力 寻找 求 三 次 方程 实 根 的 其 他 只 包含 实 很 武 (平方 根 ,立方 
根 或 高 次 方 根 ) 的 公式 ， 人 是 这 种 探 未 部 芒 宰 了 ,这 是 内 了 下面 定 
理 的 缘故. 

定理 22 ”如 果 一 个 三 次 多 项 式 有 实 根 , 并 在 由 它 的 系数 生成 
的 域 F= 人 二 是 不 可 约 的 ， 那 各 不 厅 在 来 三 次 多 项 式 实 根 的 
有 理 公 式 ， 这 个 公式 是 通过 丰 上 的 实 根 式 来 表示 的 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 更 普遍 地 讨论 根 式 六 于 一 or 的 性 
质 ， 如 果 姻 是 复合 数 , 满足 m — ro, 那么 a7 — (a*)*, 等 等 , 所 以 任 
意 根 式 可 以 通过 一 系列 素 指 数 的 根 式 而 得 到 . 在 后 面 的 情形 中 , 我 
们 可 以 确定 通过 添加 一 个 根 式 所 得 到 的 域 的 次 数 ， 

SIH KRDK Le) r (40 次 多 项 式 2 一 外 或 者 在 下 上 .不 

中 实 城 是 指 其 元素 为 实数 的 性 音域 ， 这 个 引 理 对 于 任意 域 都 是 正确 的 , "Eg 
frübkTH]ULERqoXDE6PM ETE F, 
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可 约 , 或 省 在 五 中 有 根 ， 

证 明 把 7 次 本 席 单 位 报 上 添加 到 下 上 ,然后 再 把 e—a 的 
一 修 根 人 添加 上 和 去。 所 得 到 的 扩张 玉生，2) 包 含 和 多 项 式 玉 一 2 的 
?个 根 Cu, Cu, nn, 6779, 因此 它 是 这 个 多 项 式 的 根 域 , 这 个 多 项 
式 有 因子 分 解 式 

2'—a—(z—u)(z-—Cu)(z—Cu)--(zr—£'7 lu), 
假设 a —a EK EAER mar 的 真 因子 9G. BAZAT 
ga) E ra E K(o,u) ER mA £RTEDIT ZB, BEL g Ca rn i 
常数 项 5 是 m% 个 根 Du RR., A b= itu", HETER k, Y 
HB 
b' — (ctun) = (PY (n -— (una. 

gis d THE ELE K PRH o Py r 次 根 ,这 是 因为 mer 与 7” HX, 
C AEEYEREER s Ft DESPRsmcfir—1(81.7(13)), 所 以 


ar — 8m. 一 


旭 有 a 二 (Bra')", TEH r — a EK LETHA e—a 
在 天 中 有 一 个 很 b'o, 证 毕 

我 们 现在 可 以 证 明定 理 22, Ak, 假定 这 个 结论 是 错误 的 . 那 
人 冬 这 个 三 次 多 项 式 的 某 个 根 可 以 通过 实 根 式 表示 , 这 就 是 说 , 根 如 
ETR L= a, y 5 中 , 域 卫 是 在 盏 王 添 可 实 根 式 而 生 
成 的 。 因 为 五 是 正 的 ， 拒 实 根 式 “已 添 加 到 这 个 域 上 得 到 另 一 个 
实 域 K—LG/D). REEE 21, 这 三 次 多 项 式 的 全 部 根 都 在 这 
个 域 忠 ， 所 以 它们 都 可 以 用 含 有 实 根 式 的 公式 表示 ， 域 契 可 以 由 
有 有 限 多 个 根 式 得 到 . 如果 首 先 添 吉 VD, 这 就 相当 于 说 ,下 是 下 面 
域 的 在 限 链 中 最后 一 个 

FCKE;CK; CKC CEK, =K, (25) 

其 中 
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1 
K =F D), K;,,— K,(a,**), i=], =- 8R— 1, (26) 
这 里 每 个 c. 在 K 中 , 每 个 7; 是 素数 ， 去掉 额外 的 域 ， 我 们 可 以 


Bx SUB aL CARTER K, h, 根据 引 理 ， 这 就 意味 着 atio, EK, 
上 是 不 可 约 的 , 因此 Ku KRELL mi K] =r 

根据 假定 ， 三 次 多 项 式 的 根 在 正中， 它们 并 不 在 五 中 或 沉 
FVD) 中 ,这 因为 三 次 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 .那么 在 链 (25) 
中 存在 第 一 个 包含 三 次 多 项 式 的 一 个 根 ( 比 如 说 g0 R K 在 
前 一 个 域 E; b. 已 知 的 三 次 多 项 式 一 定 是 不 可 约 的 ， 如 果 不 然 ， 
CEK, HERRAT y 一 ,这 与 KE 不 包含 任何 一 个 yi 这 一 
事实 相 巴 盾 ， 那 么 扩张 


Kj Kla), G—a; T—Tj (27) 
的 次 数 是 7, 并 且 包 含 一 个 元 素 ye n 在 K; 上 的 次 数 是 3 根据 
$14. 5 XE BE 9 的 推论 2, 有 31r, 所 以 素数 一 定 是 3, 于 是 我 们 在 
《27) 中 讨论 三 次 很 a .这 个 域 Ka EE K; ER m a m E R 
的 ， 它 包含 v DD， 因 此 根据 定理 21， 它 包含 这 个 三 次 多 项 式 的 全 
WR. BREL Ka 是 给 定 的 三 次 多 项 式 在 五 ; 上 的 根 域 ， 根据 定 
理 14, 它 作 为 一 个 根 域 ,是 正规 的 .因为 它 包 含 K; 上 不 可 欧 多 项 


Raa AB a3, 所 以 它 一 定 包 含 这 个 方程 的 全 部 根 ， 其 他 


两 个 根 是 oo 和 os 本， 所 以 Kou de rl HII o. 这 与 


KECK 龙 实 域 的 假定 相 违 肯 ， 定 理 证 宛 . 


习 m 
1. REAA G. 


2. REEE 21 的 方 尘 ， 用 页 和 /可 D 有 明显 地 表示 出 三 次 多 项 式 的 所 有 
pH. 
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*3， 二 汝 方程 的 讨论 , 有 哪些 可 以 应 用 到 Za 于 的 一 次 方程 

41， 证 明 : 一 个 多 项 让 x" 一 a,' 如果 在 畦 征 为 一 的 域 不 上 有 次 数 与 % 卫 
素 前 因子 , 那么 它 在 了 中 有 根 . 

5. 证明 如 果 厂 是 特征 为 的 域 ， 它 包含 包 有 次 单位 根 、 敢 么 次 数 
[F Ca"): F]A n DRF, 

6. SETARILE F- Qt, g) Libfn P xs G, 证 明 : 
如 果 石 是 下 的 一 个 数 的 平方 , 那 系 如 是 三 个 字母 的 交错 车 , 和 否则 它 是 对 称 群 。 


815.9. 五 次 方程 的 不 可 和 解 性 


在 本 节 中 , Pug 中 包含 所 有 单位 入 的 一 个 子 域 KE 
TF BAAAB E. 


1 
假设 一 F(a ghi FH CF 的 单个 > yia ERA, 这 里 


| | 1 1 
TERA. SRJEGBOROESSDRÉ, v= a HEIER Ae at, Ela", 

这 里 6 起 7 次 本 原单 位 根 , Ake EF rp. 4i 815.8 313 2, 
除非 K — F. 多 项 式 合 一 8 本 了 上 是 不 可 约 的 , 所 以 有 一 个 下 的 自 


1 H 
FREUE S E JR. 7 映射 到 根 Za. OX I EE ISTE ERE I, 9, 82, «e, S77! 


把 oa" 分别 映射 到 方程 =a HEAR, EROA K fF 
上 的 全 部 自 同 构 ， 二 是 我 们 得 出 结论 : KAPLI y XGA 
FESS 
更 一 般 地 ,假设 天 在 严 上 是 正规 的 , 并 可 由 下 通过 -系列 单 护 
张 得 到 ,每 个 单 扩张 只 是 在 前 一 个 下 的 扩张 上 添加 一 个 由 次 根 得 
到 的 ， 这 就 意味 着 , 存在 一 系列 中 间 域 K. 
F=KCK CK: CCK, -K (28) 
MEK SK (a), X BaPEK o RRR, SUTRIELBGE 
每 个 是 素数 ， 我 们 把 这 样 的 严 称 为 画 的 根 式 扩 藉 ， 因 为 玉 是 
正规 的 , 它 是 多 项 式 疙 o) 在 如 上 的 根 域 ， 所 以 它 也 是 同一 个 多 项 
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IR FOE 及, 上 的 根 域 一 一 所 以 (根据 定理 14) 它 在 在 /上 也 是 正 
HERI EREET, 下 /在 了 上 是 正规 的 ， 记 以 正在 上 的 每 
^r E IESUS ERIS KK 在 了 上 的 一 个 自 同 构 ， 并 且 自 同 构 的 莱 法 也 
相同 ， 进 一 步 ,根据 § 15. 2 引 理 2, K EF EHRT ARKTA 
扩张 成 下 在 下 上 的 一 个 自 向 构 ， 因 此 对 应 是 从 下 在 上 的 伯 容 巨 
群 到 Kl 在 请 上 的 人 罗 瓦 群 的 满 同 志 ， 这 很 象 $ 15. 4 末尾 所 描述 
的 那样 ， 此 外 , 在 这 个 福 同 态 之 下 ,诱导 出 Ka EF Bp EE 
构 的 元 素 刚好 是 由 五 在 K 上 的 自 同 构 定 义 的 ， 这 就 表明 ， 在 这 
MARSZE, KEF EBUmEIEEGOC/F)NES GF) 
F, BEGGG/F) SpSEGOEC/F)/GOC/K,) 出 构 ， 把 这 个 结 
果 同 上 一 区 的 结果 结合 起来 , 我 们 推出 GOK / K ) d GOK/F) IIE 
规 子 群 , 并 且 商 群 G/F REGERE. 

现在 对 s HHA. 根据 定 多 ,五 是 到 ;的 根 式 扩张 ; 如 上 所 述 ， 
它 在 五 ,上 也 是 正规 的 ， 因 此 前 面 的 推理 可 以 再 应 用 到 G(K/EK,) 
上 ， 证 明 G(K/K2) 是 G(EK/K1) 的 正规 子 群 ， 它 们 构成 循环 商 群 
G (Ks/K1)， 把 这 个 论证 重复 3 次 ,并 用 S, 表示 子 群 GOK /K ,), 
我 们 就 得 出 下 面 基本 结果 . 

定理 23 设 碧 是 而 的 性 意 正 规 报 式 扩张 ， 那 么 在 在 而 上 的 各 
Y ASPG ESGR—qGFHERRS.SGOS,OS.Oe€28, RcBd4RÁA 
THACH- dE GE GR FERE EE S/S 是 循环 商 群 ,而 
D. E do X. 

kd HRA TES EDS RUE CER G 4E FRI XE UI I E RTARAS. 

GEM, CAE EEEGC ARCA sS nduimm4-—43ffiSy—G 
D6,225842-«2S,—1 d £54 Fro 89 b, GODS, SL. 中 的 正规 
3-305; (0,8; 4/8, X E CE, 

Je Td S STRE, 有 很 大 一 部 分 是 知道 的 , 例如 , CE 3E — 385, 
An JE: 9 Er e] Ap T — OS d CREE, 那么 它 呈 可 解 群 (波恩 
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R (Burnside)). dbz Ani, dAxvpOXPXEREHEEIE C AEHU Cdi 
dBgaE(Feit-Thompson)). m, 我 们 只 满足 于 下 面 的 简单 事实 ， 
53| 理 1] CrRCTADERG (pu dE Fe d € GU 本 身 是 可 解 的 . 
证 明 设 G 有 一 个 但 可 解 性 定 关 中 所 描述 的 那样 的 子 群 链 5。 
=G D8,D8, D= DS, =, 4i 85—60',81.--,8, —I' 是 它们 的 满 
TH A. 那么 , 每 个 Sa MEERA c My, MUA vy = (zy) 
PUNT = aY G, y a E e TI y XE SL TRISISUNO, 所 以 人 5% 是 
C 的 子 群 ， 进 一 步 , 如 果 e dE S... 中 在 人 中 ,那么 SLE S.L 
HA EMERE alra Æ Sr P, Db Ca a a — (Qa iaa)! 在 
S,'h. EO e 可 以 是 Sr 的 任意 元 素 ， 所 以 这 就 证 明 了 35 在 
SQ-; 中 是 正规 的 . 最 后 ， 因 为 Ss 是 由 ;的 基 单 个 陪 集 的 各 次 
OSa)” = S,a" 2H (S, /IS RE TR PIS) BEES La 是 这 个 陪 集 的 
AR ES BECHER US, (Ca )^ — (910 )^ JR, FE 8,1 /,S, 是 循环 的 ， BT 
以 这 些 子 群 组 成 的 链 81251 512 2S, -I' 具有 使 人 是 可 解 
群 的 全 部 人 性质, EAS pE 1 所 要 求 的 ， ure 
现在 让 我 们 来 定义 , 系数 在 下 中 的 一 个 方程 fw) 0, E 
ARTE F HPE p, XX KWEDRBXEF EXE UC An n dm 
得 到 ， 我 们 就 称 f(x) 二 0 EF ERA TER, dis $5.5, BE 
二 次 方程 ,三 次 方程 和 四 次 方程 , 情况 都 是 如 此 ， 应 看 到 ， 直 并 不 
EREE, 而 只 要 求 包 含 AOF ERIR N. 然而 , 因为 可 
用 根 武 夫 示 的 元 素 的 任意 其 轿 元 如 本 身 可 用 共 力 根 式 表示 ， 所 以 
2) 的 根 域 六 也 一 定 包 含 在 有 限 扩张 K* 5K tH, K* EF EEE 
规 的 , 并 是 五 的 根 式 扩 张 。 这 个 下 * 包含 六 作为 下 上 的 正规 子 域 ， 
后 此 五 * 在 了 上 的 每 个 自 同 构 坊 诱导 出 NN 在 了 上 的 一 个 自 辣 构 
S;, Ts Hos bz S9 8, 是 视 周 态 ， 这 就 是 说 , K* (pF LY A 
RGN Je PE BÉ OP LI EBAK, 但 是 , 前 者 是 可 解 的 (根据 
定理 23), 因此 根据 引 理 1, 后 者 也 是 可 解 的 ， 这 就 证 明了 
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THE 24 如 果 系 数 在 盏 中 的 一 个 方程 f(e)-0 tag AIDE 
95,4 ACE EE Ed de Y ARRATE H, 

为 了 证 鳃 五 次 方程 不 总 是 根 式 可 解 的 ， 我 们 只 需要 找 出 一 个 
方程 ， 它 的 面 罗 吏 和 群 不 第 可 解 的 .我 们 就 来 做 这 件 事 ， 站 上 先 我 们 
证 明 五 次 对 称 群 不 是 可 和 解 的 ,然后 再 列 出 一 个 五 痰 方程 , 它 的 俩 罗 
ARRE TIKI IREE. 

定理 25 下 人 字母 的 对 称 群 , 除 nadh TETEH, 

证 明 jZ G—(5,058,08,0- 8, EESTE, 其 中 每 个 
子 群 在 前 一 个 子 群 中 是 正规 的 , 并 且 商 群 S115s 是 备 环 商 群 , 我 
们 通过 对 s 用 归纳 污 来 证 明 , S, 一 定 包含 每 个 三 字母 循环 (2 8). 
由 此 推出 SI, 所 以 不 能 是 可 解 的 

因为 So 二 GQ 包含 每 个 三 字母 稍 环 ， BEELBUETLLDBUAA TE E 
Bj, Au S. BERTET MA ,出 包 含 每 个 三 学 母 
循环 . HEHE, WRR Gg y uABIE -1 中， 那么 它们 
KRR  BRDLTPUyY-—47 yp YES, d, 209 TH HGX— S EIE 
S.4/8, TES SR p IL VI. EARRAS, ME SERRE, 因 
IEE 5,21/8, 中 有 

y'— (407! QI) p e I, 
这 意味 着 ?ES 但 是 在 p= GENH y= Giem)xXx — Pk DE P, 
XX HI i, J, E XE fI, D, m REPOR R n4 bx 
拌 的 字母 是 存在 的 ), 我 们 有 
y— GLO nij) GJ) Gem) = GJE)CS, 对 所 有 的 i, j, E- 
这 就 证 明了 S, 包含 每 个 三 字母 循环 , 这 就 是 所 要 求 的 . 

附带 说 一 下 ， 证 明 这 个 定理 的 更 明显 的 形式 是 可 能 的 ， 我 们 
知道 , 交错 群 A, JEXERRHEG 的 正规 子 群 ， 所 议 存 在 一 个 始 于 GO 
An 的 群 链 . 然后 我 们 可 以 证 明光 错 群 ACi RT. BRL 
音 忆 元素 之 外 没有 和 伍 何 正规 子 群 , 
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382. 看 在 一 个 ( 实 ) RR GEB, VUHAPASÉAGRAGGE 
的 对 称 群 . 

证 明 设 4 是 所 有 代数 数 构成 的 域 , 它 是 可 数 的 , 并 旦 包含 所 
有 单位 根 ， 固 此， 我 们 可 以 象 &14.6 那 样 稻 继 选取 个 在 4. 上 
代数 无 关 的 实数 Wis t d LO iE. SOS An, UY). 现在 证 
91, … Os Tie d, os 的 初等 对 称 多 项 式 . JEVE FP — ACo S 03). 
象 在 定理 15 中 那样 , 多 项 式 

f(D = oo tot odio os (29) 
(EF LM ICE ACER m, 2 的 对 称 群 . 

由 引 理 2 和 定理 25 推出 , 在 含有 一 切 单 位 根 的 域 上 存在 一 个 
GORF, Ehme EEDE. MERNEM 24, R 
们 得到 我 们 的 最 后 结论 

定理 26 看 在 ( 实 ) 五 次 方程 ,不 能 用 根 式 求解 ， 


习 题 

1. 证明: 三 个 字母 的 对 称 群 是 可 解 的 . 

2. 证明: RTRA ARES, GE: 证 是 它 和 包含 一 个 素 指 数 
的 :正规 ) THE, ) 

3. 证 明 : 如 采 有 限 群 包含 一 个 正规 于 群 N, EAN G/N EER 
的 , 352, G XT EOS. 

4. (a) 证 明 : EAA ERE, SERERE eO Tu 
Var I$. 

(b) HIR GO fü 2c BE-THEOEEBI: PUR EJRISXEREEE RE TTE D. 

2. 证 明 : AARMEN G EEGA SEHFE Cime 根据 
LEM, G 与 对 称 辞 的 子 群 同 构 . ) 

*6. (a) HEU; 如一 4 的 您 田 在 群 其 至 在 木 包含 单位 粒 的 左上 也 是 可 
REI, 
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7 了 明显 地 证 明 : Aud Kk E: FIRAD, MATEK Ark E", 
EEF .[ 足 正规 的 ,六 且 它 也 是 吾 的 根 式 扩张 (上 画 定 埋 324 p hR 
了 这 个 事实 .) 

8. EUR An FRE niUMEHS K—FGOGESL adEK D, 那么， 起 
AY m cASAEBGXENEDL. KK 4E EEIE ALEGRE ASR i. 

9. WEH: mE Q Hor FEX. f EDARRA SX. mA f dE 
天 只 (or o0 Ein m AETA du DER TE, 

10. VEHI: 如 果 nwd, MARETA n US EE ERA RE RS. 
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